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内 容 简介 
本 书 般 述 生 天 过 程 与 马尔 科 夫 链 的 上 基本 理论 半 介 绍 近 年 来 的 一 紫 研 究 


进展 . 

第 一 章 随 机 过 程 的 .- 般 概念 是 预备 住 的 概述 ;第 二 、 三 , 四 齐 讲 号 尔 科 
夫 链 ; 第 五 ,六 介 介 绍 生 灭 过 程 . 后 三 章 基 本 .上 是 我 国 概率 论 工 作者 ,特别 
是 作者 本 和 的 研究 成 果 . 

读 老 对象 是 科学 技术 工作 者 ,高等 院 校 理工 笠 师 生 。 
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本 书 的 内 的 在 于 叙述 后 灭 过 程 与 马尔 科 夫 链 【《Birth-death 
Processes and Markoy Chains》 的 基本 理论 ,并 介绍 近年 来 的 - 些 研 
宽 进 展 ， 所 谓 马 尔 科 夫 链 是 指 时间 连 续 、 状 态 可 列 \. 时 齐 的 马尔 科 
夫 过 程 。 这 种 链 之 所 以 重要 ,一 是 由 于 它 的 理论 比较 完整 深 人 ,可 
也 作为 一 般 蕊 尔 科 去 过 程 下 其 它 随机 过 程 的 借鉴 ， 二 是 它 在 由 然 
科学 和 许多 实际 问题 《例如 物 埋 ,生物 ,化 学 、 规划 论 , 排队 论 等 》 
中 有 着 越 米 越 多 的 应 用 ， 关于 这 些 ， 可 以 参看 书 示 所 引 K. L. 
Chung， 修 振 斤 , 郭 青 峰 以 及 Bharucha-Reid 等 人 的 优秀 著作 ， 

生 灭 过 程 是 一 种 特殊 的 马尔 科 夫 链 ， 昌 然 有 关 的 资料 已 查 当 
主 富 ， 但 途 今 国内 外 似乎 还 没有 一 本 系统 的 专著 来 前 述 它 们 .一 
些 著名 的 学 首 如 了. G. 及 endal1， 台 、 下 人，、Reuter，W。EFelier， 特 
草 是 5S. 及 arlin, J。MeGregor 等 人 :在 这 方面 做 过 许多 深入 而 重要 
的 研究 ,他 们 用 的 大 都 是 分 析 数 学 的 方法 .作者 深 饶 未 能 遍 党 百 昧 
之 鲜 , 只 能 在 普 不 猪 过 的 若干 问题 上 粗 尽 其 力 。 我 们 用 的 主要 是 
概率 方法 , 即 以 劣 察 运动 的 轨道 出 发 , 提取 过 观 形 象 ， 然后 辅 以 数 
学 计算 和 泪 度 论 的 产 格 证 明 . 此 法 的 优点 是 概率 意义 比较 清楚 ， 
但 可 能 失 之 于 元 长 ， 

第 一 章 是 预备 性 的 。 第 三 , 三 章 讨 论 马 尔 科 夫 链 的 分 析 性 质 
与 轨道 行为 ， 这 些 研 究 主 要 应 归功 本 K. LL. Chung, P., A. Ho- 
5pylitua，Jj 上. Doob，A, .KonMoropop,，P. Lévy 等 人 .第 四 章 
讲 一 些 专 题 , 第 五 .六 章 讲 生 灭 过 程 ; 这 后 三 章 茶 本 上 是 国内 近年 
来 的 一 些 研 究 成 果 。 详 见 书 末 “关于 各 节 内 容 的 历史 的 注 ” 

本 节 可 以 视 为 作者 前 二 所 《概率 论 基 础 及 其 应 用 》《 随 机 过 程 
论 》 的 妃 妹 篇 ,三 老 运 相 池 应 而 又 羡 不 依 正 。 为 了 阅读 木 书 , 只 需 
要 一 般 概 率 论 的 知识 ,并 不 必须 看 过 前 二 书 , 


在 者 实心 感谢 员 莹 、 杨 向 群 . 刘 文 、 移 振 骨 等 同志 ， 仓 们 仔细 
阅读 了 底稿 并 提出 了 许多 改进 意见 . 
中 二 水平, 节 中 一 定 有 不 少 乓 点 各 错 澡 , 忍 请 批评 指正 。 
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第 一 章 ”随机 过 程 的 一 般 概念 


$1.1 随机 过 程 的 定义 
一》 概率 空间 设 已 给 点 所 成 的 集 吕 一 《oo)， 以 及 中 
的 一 些 子 集 4 所 成 的 集 多 ， 如 果 .多 - 具有 下 列 性 质 , 认 称 它 是 一 
个 5 代数 : 
1 中 E 多 ， 
2) 如 4E 多 , 则 4 一 GE 多 ， 


3) 如 4 如 EB 多 一 1 27 则 人 46 多 
五 一 


定义 在 0 代数 . 包 上 的 集 清 数 P 称 为 概率 ,如 果 P 满 足下 列 条 件 : 
1” 对 性 意 4€ 名 ,有 P(A) 守 0， 
2° PRO = 1,， 
3 如 A 二 112， An 二 中 ( 空 从 ),， nn 天 玉 ， 


则 P(U 4:) = > PCA,). 


我 们 称 三 元 的 总 体 (如 , 多 , P) 为 概率 空间 ,并 称 点 串 为 基本 
事 性 ， 日 为 基本 事件 空间 , .7 中 的 集 4 为 事件 , 称 PCA) 为 4 的 
概率 . 

例 1 设 = 《1,2,- “ 好 .2 是 如 中 一 切 子 集 的 集 ， PCA) 
一 生 ， 包 为 4 中 所 含 点 的 个 数 . 

例 2 设 8 二 00,1,2,……*), 即 一 切 非 负 束 数 的 集 , . 祈 为 如 
中 一 切 子 集 的 集 , PC4) 一 和 其 中 2 >> 0 为 某 常数 ， 

EA 上 

例 3 设 吕 一 [0, 1 即 0 与 1 问 一 切 数 的 能 ，. 多 -为 总 
场 Borel 焦 厄 成 的 = 代数 ,PC 等 于 4 的 Lebcsgue 调 届 ， 

这 三 个 例 中 的 4 2, 多 , P) 都 是 概率 空间 . 


! 


有 时 为 了 方便 , 需 疫 概率 空间 C8, .多 ,了 ) 为 完全 的 。 所 谓 完 
全 是 指 : 如 果 P (4A4) =0, 又 8C4, 则 Be ,MmPCB) 一 和 
这 就 是 说 ， 一 切 概率 为 0 的 集 了 的 子 集 互 也 是 事件 , 其 概率 为 0. 
让 后 无 特别 声明 时 ,总 设 此 条 个 满足 。 

《二 ) 随机 变数 ”证 xCw) 是 定义 在 上 的 实 值 汞 数 ， 如 采 对 
任意 实数 ,有 


foxgea7 AIE RD 
则 称 xm? 是 一 随机 变数 。 令 
FCO = Pr ED 26E 玉 一 《一 ooycc) 《1 
其 中 Cx 所 四 表示 满足 条 件 xCw)》 所 的 点 中 的 人 党:, 即 (x 所 四 一 
Co:xCm) 所 1)。 我 们 称 FC 和 0) 为 xr(Cw) 的 分 布 函数 ， 显 然 ,FC1D) 
:不 下 降 , 右 连 续 。 以 后 无 特别 表明 时 ,和 葡 们 总 设 xCw) 取 士 吕 为 值 
的 概率 为 9, 因而 
dm F(X) = 0, lim F(X) = 1 
定义 在 同一 概 举 空间 C8, 名, P) .上 的 # 个 随机 变数 x.Cw)， 
ago 构成 一 个 了 维 随机 向 量 XCw): 


RCW 一 《fa (2) 
并 称 如 个 元 Chi, "sy La) & KR, Cn 维 实 数 空间 ) 的 函数 
FCN, “Tnn hr) = Pir Cm) < 力 。 ~ x ) < A (3) 


为 Xtw) 的 5 维和 分 布 冰 数 。 三 C3) 可 风 Ri 4:)》 具 有 下 列 
性 质 : 

a- 对 每 个 4; 是 不 下 降 的 石 过 续 沙 数 ; 

b. Am Feb, hd) = 00 = 1 


Im PCs sd) = 1; 
hi 
ct- 加 i = 1,……,n, 则 


Ftpes “a ba) 一 2, Fegan, 本 ‘spen) 
r=1 


十 >, Fp ” ”3 Hiils A BRE ““ “9 RL A tly ~ sa) 


二 


一 十 【一 1 Pb 0 

【此 条 储 的 育 观 意义 当 = 一 2 时 最 明星， 一 般 地 ,此 式 右 方 是 
xtm) 取 值 于 维 空间 尽 。 中 长 方 体内 的 概率 , 故 它 大 于 或 等 于 0; 
此 长 方 笨 是 Cs 中] XC p68] XXX pr]， 即 是 由 Rs 中 如 
的 点 所 成 的 集 , 它 的 第 个 坐标 位 于 C1， 后] 之 中 , j 一 1， 
好 

现在 可 以 脱离 随机 变数 来 定义 分 布 遂 数 ， 我们 称 任 一 具有 性 
质 a, 6， c 的 # 元 尔 数 FCh， ”” ”> hs) Chi EE RI, i = 1 …" ,为 汶 
元 分 布 沾 数 . 以 坎 , 表 " 维 空间 尺 。 中 全 体 Borel 集 所 成 的 o 代 
数 , 则 由 实 变 函数 论 知 ，FCh,…, 加 ) 在 后 ,上 产生 一 概率 测度 
F(A): 


F(A) =— | ,APC +, bo), (CAE 天) 


称 F(A)， 《4 络 ,) 为 出 FC lo) 所 产生 的 n 维 分 布 ， 特 
别 ; 如 RCs Wn》 由 (3) 式 产生 , 则 称 (CA) 为 xCw) 的 分 布 . 
《三 ) 随机 过 程 设 了 为 玉 , 的 某 子 从， 例如 了 二 [0, co) 或 
T 一 《0,1,2,…*)， 如 果 对 每 个 :了 ， 有 一 随机 迹 数 x,Cw) 与 
它 对 应 ,我 们 就 称 随机 变数 的 集合 XL); 
Xm = {rm), rE T} 
为 一 随机 过 程 , 或 简称 过 程 。 有 时 也 记 它 为 {xCz, w)，z ET}, 或 
frofET), 束 公 (有 DtET}, 或 XCw), 或 XX. 
特别 , 当 了 一 <,2,-… a) 时 ,六 化 为 * 维 随 机 向 其 .每 对 
后 者 定义 分 布 函 数 一 样 ,也 可 对 随机 过 程 来 定义 有 穷 维 分 布 消 数 ， 
对 任意 有 限 多 个 1 ET， ij 二 1，。*… 仿 
Fo ,sol his 3 Nh) 一 PCxr 和 “ 1 ) (C4) 
它 是 xte) ,xtwm) 的 分 布 落 数 ， 当 *# 在 一 切 正 整 数 中 变动 
而 坝 在 中 变动 时 ,我 们 就 得 到 多 元 分 布 疯 数 的 集合 : 
F 一 {Fs Ch 2 
ET j= 1,..-,n} C5) 
并 称 下 为 随机 过 程 X 的 有 穷 维 分 布 函 数 族 ， 由 (4) 可见 下 满足 下 


= 3 


ne 


列 二 条 件 ( 人 由 容 性 条 件 ): 
三 ， Fol Cl “ #7) 的 任 -… 排 入 {ms "ys a) 。 有 


ess a CAs "Ty Am) = Pes mts ha, 3 hos) 
B. 加 mm 达 #， 则 
Fie tC» A) = lim Fae, aC his “he) 


nt i 


现在 梁 研 究 反 面 的 问题 。 上 面 是 先 给 出 随机 过 程 了 X, 从 而 得 
到 一 族 租 容 的 有 穷 维 分 布 函数 . 现在 反 过 来 , 假定 先 给 出 的 是 参 
数 集 了 工 及 一 族 满 足 租 容 性 条 件 的 有 穷 维 分 布 函数 人 5) ,试问 是 否 存 
在 随机 过 程 ， 它 的 有 穷 维 分 布 阔 数 族 恰好 与 重合 ? 答案 是 肯定 
.更 精确 些 , 这 就 是 下 面 的 定理 : 
定理 1 设 已 给 参数 集 工 及 满足 相 容 性 条 件 的 有 穷 维 分 布 函 
数 族 (5》, 则 必 存 在 概率 空间 (如 , .多 , 了 P) 及 定义 于 其 上 的 随机 过 
程 XCwm2 一 {zuCw)，sE 7+， 使 对 任意 自然 数 >， 任 意 hi ERR,， 
feET, ji 二 1,-…,ws3 有 
Cs sha) = Pr Eh re EN) C6) 
证 取 呈 一 RRr, 因而 @ 二 让"); 代表 定义 在 工 上 的 实 
值 函 数 4005E7T,， 多 一 天 r 这 里 沁 * 为 丸 r 中 包含 一 切 形 如 
GCC DG 二 的 集 的 最 小 9 代 炊 ,其 中 eT，e & Ri 任意. 
视 握 测度 论 中 关于 在 无 穷 维 空间 中 产生 测 魔 的 Komworopoa 定理 
以 及 55) 中 了 满足 相 容 性 条 件 的 假定 ， 知 三 产生 除 一 一 个 定义 于 
吸 上 的 概率 测度 Pp, 议 足 
PRE ~ PAE) Sh Mn) 1 ) 
= Pils 7, Ka) (rp 
取 P 一 Pr， 最 后 ,定义 
we) = A, Mo=iC. ) (C8) 
换 铝 话说, x:Cw) 是 产 学 标 阔 数 ， 芭 x 在 w 一 4，》 上 的 值 等 于 
i 并 >》 在 上 上 的 值 2( 拉 .容易 看 由 :CR 殉 r Pe) 及 用 08) 定义 的 
tea 6 了 7 满足 定理 的 要 求 5462)。 实 际 上 ,四 487 及 (7? 得 
六 后 < hi Ye 四] 1 


ee 


一 PE， 入 加 
一 Fe lds hn) 
〈 码 ) 几 个 常用 的 概念 
(a) 随机 过 起 {x,Cwo) ,2 ET} 可 以 看 成 为 上 sa) 的 二 元 阔 数 。 
自 变 展 1€ 了 , w & 如， 如 前 所 述 , 当 上 固定 而 看 成 双 的 国 数 时 ， 得 
一 随机 变数 xxCw》，。 当 同 固定 而 看 成 + 的 函数 时 。 得 一 定义 在 工 
革 的 般 数 Co7， 我 们 称 此 范 数 为 《对 应 于 基本 事件 上 的 ) 样本 函 
数 或 轨道 . 
Cb) 设 上 一 {8(w)} 基 一 些 随 机 变数 5Cw) 的 集合 , 沽 虑 ww 的 
集 (Cw:8C0) 所 办， 当 5tw) 在 全 中 变动 而 4 在 Ri 中 变动 时 ， 得 
一 个 子 集 系 {E(w) 所 办 }。 包含 这 子 集 系 的 最 小 9 代数 沁 为 
多 全) ， 称 它 为 号 所 产生 的 o 代数 ， 因 而 .多 fx， +€ TT} 是 随机 
过 程 fx.Cw), eeT 所 产生 的 0 代数 ， 
Cc》 定义 在 同一 概率 空间 (8, 镀 , P 上 的 二 随机 过 程 
{rm ET {Ew)，#€T} 称 为 等 价 的 ， 如 对 和 任 一 固定 的 
fE 了 了 了， 有 


PCxt oa 一 E00)) = 1 C9) 
由 (9) 推 知 , 对 有 穷 或 可 列 多 个 局 E 了 一 1: 2 有 
Pr) 一 本 Ce， i=1,2,'*.)=1 C10) 


由 此 可 见 : 等 价 的 二 过 程 具有 和 棺 同 的 有 穷 维 分 布 遂 数 族 ， 
(Cd? 称 随 机 过 程 {x,Cw),#€ T} 《7 为 区 门 ) 在 me7 是 随机 
连续 的 ,如 困 


Plimxi(w) 一 Cm) 《II) 

这 里 Plim 表 依 测度 了 了 惧 伍 音义 下 的 和 极限。 如果 在 任 一 aiE 了 都 随 

机 连续 ,我 们 就 说 过 程 随机 连续 ,把 《11) 中 :一 如 换 为 1 一 加 十 0 
(或 2 一 -~ 0), 就 得 型 右 (或 左 ) 随 机 连续 的 定义 

《sy 以 后 我 们 谨 几 平一 动 《 或 者 说 : 以 顾 率 1) 样本 函数 具有 

某 性 质 4 是 指 : 存在 8，RKG 一 1， 使 对 每 E 名 ， 样 本 国 数 

站 7) 其 有 性质 AC*，*” 表 荆 上 的 流动 坐标 )。 例如 。 几 平 -- 切 


» 5 " 


样本 图 数 右 下 半 连 续 ( 性 质 40) 是 说 : 存在 概 淮 为 1 的 集 Qo， 当 
w Ed, 时 ， 对 任 一 了， 有 lim xts, wm) = FC, wm}, 必须 把 此 概 
念 和 下 一 概念 区 别 开 来 : 几乎 一 切 样 本 函数 在 固定 点 * 右 下 尘 连 


竺 ,后 者 只 表示 
PCw: limzCs, w= rt, w= 1 


后 前 者 则 表示 更 强 的 结论 
Plo: limzts, 的 = xf, 7 一切 4ET)I 王 1 


《f 如 果 梅 成 过 程 {x,，z&€ 了} 的 每 个 随机 变数 都 取 值 于 同一 
集 KERD， 称 了 工 为 此 过 程 的 状态 室 间 ， 工 中 的 元 i 称 为 一 状态 ， 
状态 轰 间 一般 不 是 唯一 的 ,因为 任 一 含 工 的 集 也 是 状态 空间 . 称 工 
为 最 小 状态 空间 ， 如 果 它 是 一 状态 空间 , 而且 对 每 个 ;ET 存在 
i 了 ,使 Pw 一 门 之 0， 以 后 无 特别 册 明 时 , 凡 说 到 状态 空间 都 
是 指 最 小 的 . 状态 空间 有 时 也 叫做 相 空间 ,以 后 用 王 或 工 来 骂 示 。. 

(五 ) 以 上 我 们 只 讨论 了 取 实 数 为 值 的 过 程 。 如 果 “Ka) 一 
Ke 十 iatoy， 其 中 fC) ET 及 {sw)，#€T} 是 定义 
在 同一 概率 空间 上 的 二 实 信 过 程 ， 我 们 便 称 {xxw)，: ET 了 } 为 复 
值 随机 过 程 . 以 后 如 不 特别 声明 ,讨论 的 都 是 实 信 过 程 . 

其 实 随机 过 程 的 定义 还 可 如 下 一 般 化 : 设 已 给 概率 空间 42， 
,多 , 了 ) 及 另 一 可 测 空 间 (E, 胡 XE 一 《6) 为 点 < 的 集 , 而 腕 是 其 
市 子 集 所 成 的 o- 代 数 ，E 与 玛 合 称 为 可 测 空间 ), 定义 于 如 上 市 
攻 值 于 EE 中 的 变量 xCw) 义 为 随 村 变量, 如果 对 任 一 柴 4& 殉 . 有 
Cw;x(w) EE AD)E 六。 今 设 已 给 参 变量 集 了 了， 各 对 任意 :EE 了 ,有 
如 上 的 随机 变量 x,tw) 与 它 对 应 , 我 们 便 称 {x:Lw)，t& 7 了} 为 取 
值 于 (EE, 鹏 ) 中 的 随机 过 程 。 特 别 , 当 (E, 锣 ) 化 为 (R's 入 1!) 
(实数 及 其 中 Borel 集 全 体 ) 时 , 就 得 到 实 值 随机 过 程 。 当 它 化 为 
CR, 红 , 小 (地 , 为 # 维 空间 民 , 中 全 体 Borel 集 )， 就 得 到 ” 维 随 
机 过 程 . 

哨 着 了 与 E 是 离散 ( 即 最 多 只 含 可 数 多 个 元 ) 或 连续 ， 可 能 吓 
现 四 种 情况 : 

.8 


1°? 了 与 人 它 离 散 ; 
2? 了 工 仙 散 王 连续 ; 
3” 了 连续 离散 ; 
4” 宁 与 EE 沸 连 续 . 
当 工 离散 时 也 称 随机 过 程 为 将 机 序列 ， 


5$t.2 随机 过 程 的 可 分 性 


(一 》 设 已 给 概率 空间 (8, .多 ，P》 上 的 随机 过 程 {5,(0w)， 
:ET 了 }.， 回忆 我 们 已 移 《 多, 卫 ) 完全 化 。 在 实际 问题 中 , 常常 要 
订 论 一 些 w- 集 , 它们 涉及 非 可 列 多 个 1; 例如 ,要 研究 
4A4= {wl#w)| 4, 一切 :ET} (C1) 
的 概率 ,其 中 4€ Ri, 由 于 


A4= MM UE)| <2) 


如 果 了 晓 划 可 列 集 又 让 有 穷 集 ， 那么 ， 作 为 多 于 可 列 多 个 事件 的 

4 一 般 不 是 事件 , 即 一 般 地 4& 名 , 因而 谈 不 上 4 的 概率 . 

于 是 发 生 困 难 : 一 方面 ,在 实际 中 很 需要 研究 4 的 概率 ; 另 方 
面 , 理 论 上 甚至 不 能 保证 4 有 概率 . 

类 似 地 ,wm 集 

8 三 公 ; 样 本 团 数 x(wm) 在 TT 上 连 绕 , 了 一 [0, 00)) 

C = {ww: 样 本 函数 xtwm) 在 工 上 单调 不 减 } 

解决 这 各 困难 的 一 种 方法 是 假定 过 程 具 有 可 分 性 (定义 见 
下 9; 利用 可 分 性 ,可 以 把 涉及 全 体 参 数 :的 菜 性 质 4 的 研究 ,化 为 

只 孙 及 可 列 多 个 套数 的 相应 性 质 的 研究 . 

为 了 斤 述 时 记号 简单 , 设 了 是 Ei 中 的 区 闻 ; 其 实 下 面 的 结论 
对 任意 TCR 成立, 只 宽 作 有 明显 的 修改 . 

设 x(D，t€ 了 是 任 一 普通 函数 ， 可 取 士 oo 为 值 ， 二 维 点 党 
ff x C0》 ET} 记 为 Xr《 它 的 图 形 是 平面 上 一 山 线 )。 丸和 汕 民 
为 工 中 任 一 可 列子 集 , 在 工 中 稠密 , 记 Xs 一 {Cr, x(7)), rE€R), 


" 


它 也 是 二 维 点 集 。 显 然 , XC 六 7. 

Xa 在 通常 距离 ”下 的 闭 包 记 为 及 ,因而 Xk 由 Xs 及 Xs 之 极 
限 点 构成 . 

定义 1 说 函 效 #2) ,+€ 了 关于 R 是 可 分 的 ;如 果 Xy 叶 Xx， 
也 就 是 说 ,对 任 一 :6 了 ,可 找到 点 列 【三 玉 《 可 等 于 77), 使 
同时 有 


fi, Cr x 
此 琶 秘 为 函数 的 可 分 集 . 

定义 2 说 随机 过 程 {x,Kw), FE 了 | 美 于 中 是 可 分 的 ,如果 存 
在 0 测 集 入 , 使 对 任意 w EEN, 样本 前 数 xCwm}t EE TY) 关于 R 是 可 
分 的 此 时 称 民 为 过 程 的 可 分 集 , NN 为 例外 和 集 . 

说 随机 过 程 为 可 分 的 ,如 存在 于 工 中 到 处 稠密 的 可 列子 集 让 
使 它 关 于 RR 是 可 分 的 . 

说 随机 过 程 为 完全 可 分 的 ， 如 果 它 关于 任 一 加 工 的 kK 是 可 分 
的 . 

例 1 连续 明 数 关于 了 工 中 有 理 数 点 集 R 是 可 分 的 ,实际 下 它 还 
是 完全 可 分 的 . 

例 2 设 *ET，: 为 任 一 无 坦 点 ， 畏 数 xf 一 0，#€ TY 
*(s) 二 1。 则 此 函数 关于 了 工 中 有 理 点 集 民 是 不 可 分 的 3 但 关于 
下 UU {7 却 是 可 分 的 . 

> 1 如 ER ，， . ， 

例 3 以 王 吉 有理 点 化 。x 人 一 人 如 fe 此 测 数 关于 
不 可 分 ; 任 取 一 可 列 、 稠 于 尺 ,、 由 无 理 点 构成 的 集 五 , 则 此 晒 数 关 
于 FUE 可 分 . 

显然 ,如 过 程 后 (四 》， ti 了 了 } 关于 RR 可 分 , 则 (1 中 集 4 与 事 


件 
4 = {0: 50)| <2, Hr ER = NCE) SNDeES 


1) 即 二 点 Pi 一 《or Ps 一 《xs yz) 闻 的 归 离 为 
dP, PD) 一 VU — x Cy ya) 


最 多 只 相差 一 零 浏 集 《 它 是 N 的 子 集 ), 由 十 《 久 ,了 ) 的 完全 性 ， 
可 见 4 也 是 一 守 件 . 

(二 》 定 理 1 对 任 一 定义 在 (8， 久 ;PY) 上 的 随机 过 程 
全 《os。iE 7 必 存 在 可 分 的 等 价 的 过 程 {x(w), te 了)， 

这 定理 说 有 明 , 虽然 一 个 给 定 的 过 程 司 ( ,ze T} 未必 是 可 分 
的 ,但 在 与 它 等 价 的 过 程 中 , 必 存 在 一 个 可 分 的 代表 ， 因 此 ,对 已 
给 的 一 族 相 容 的 有 穷 维 分 布 , 由 $ 1.1 完 理 1 及 这 里 的 定理 1, 必 
存在 一 可 分 的 过 程 , 它 的 有 穷 维 分 布 族 与 已 给 的 相 重 合 ， 换言之 ， 
只 要 所 厂 究 的 问题 只 涉及 有 穷 维 分 布 族 时 ， 可 以 假定 所 考虑 的 过 
程 是 可 分 的 。 先 证 

引 理 1 对 任意 二 区 间 了 及 G， JCT， 存 在 数列 {s,}CJ， 使 
对 任 一 阁 定 的 i€ J, 有 

pis Gy EE sll) C2) 


证 用 归纳 庄 选 {sa} 机 任 取 人 EJ, 如 在 J 中 已 选 出 Sly "sy Sa 


令 
Pr = sup Ps € 6, EG, + $s EG (3) 


于 是 必 在 在 Sutl Eds 使 
PE EG SEEG Em EG) >P, 上 一 土 )- (4) 
但 诸 争 件 Cn 一 《s。，， EC Ss, E 如， 二 € GY = 1,2,"..) 
互 不 相交 , 故 
DJ PG) El 
从 而 (4) 式 右 方 值 P， (1 一 去 ) ~ 0. 此 表示 


HmP, = 0 《5 


> 


其 次 ,既然 对 任 一 固定 的 :有 
《SEE C， #5 E Gi 1,2, 2 
DEE GE EG = 1 + DD.- 
这 些 事件 的 交 就 是 《27 中 的 事件 , 故 由 C3》 及 (5) 即 得 证 《23。 


s 呈 晶 


定理 1 之 证 称 任 二 以 有 理 数 点 为 端点 的 区 间 了 及 GCCT) 
为 一 “对 傅 ”. 全 体 对 得 成 一 可 列 集 ， 对 等 一 对 傅 (7，G7， 可 得 一 
具 丰 引 班 1 中 性 质 的 数列 fj。 和 扮 全 体 这 种 数列 与 了 中 全 体 背 理 
数 合 并 ,得 一 在 工 中 稠密 的 可 列子 集 KR. 如 果 在 tj 中 增加 新 点 ， 
CQ2) 中 的 事件 不 能 加 大 , 因 卫 , R 具有 性 质 : 

对 任 一 固定 的 上 ET7 及 任 一 固定 的 对 个 (J，G)， 使 上 yy 有 

PEE G, EG, 对 — 切 s€JR 成 立 ) 一 0 C6) 

更 在 固定 + 而 以 4, 天 事件 “至 少 存在 一 对 偶 (7 ,6G). +] 了， 

使 EG EG, 对 一 切 : € JR 成 立 *, 则 由 (6) 


PCA) 所 >) EEC EG, 对 一 切 :€JR 成 立 ) 一 0 
J 


喜 P40) 一 1， 以 下 任意 固定 wt 4A,， 任 取 6 使 (wm)EG， 由 
4 的 定义 ;对 任意 含 上 的 几 必 存 在 sE JR, 使 58《w) eG, 否则 此 
oagE 4 由 于 了 的 尾 意 性 ， 当 了 缩小 时 ， 可 找到 {5;} 所 六， 使 
Hi fs 而 且 每 Ea) € 让， 

今 取 和 全 1， 使 E00 EO, ; 又 全 Gn 之 长 趋 于 0., 如 上 所 
述 ,对 每 Gu。 可 找到 {zw )} 己 R, 使 

一 > KI -> 00), Se Cn 
选 点 列 {20} CR, 如 下 : 
令吉 一 多, vo 为 满 是 1w? 一 让 过 二 的 任 一 qi。 三 然 ， 


v0) 这 表示 二 维 点 
(C1, ELON E SA) — Cr, Em)), r ER) 
上 由 于 ee 4; 任意, 故 证 明了 : 对 任意 固定 的 上 < T, 有 
POCO E CoN EBrCO)) > PCA) — 1 C7) 
造 一 新 过 程 {Cw), ET}: 对 任 一 w E00, 当 1€ RR 时 , 令 
zm) = Em) 
当 fEkR 时 ,， 令 
(0) 一 和 Co) 如 (有 EAw)) € ErCw) 
= O00), Ot, EAIE Een) 


C8) 


i 


这 里 (ww) 应 选择 得 使 (1 BCo))E so) 这样 的 BCo) 总 可 
用 下 法 找到 ， 和 任 取 一 列 {fj} CR, 5s 一 2， 往 集 合 全,} 中 ,任意 远 
一 收 敏 但 极限 可 为 0 或 一 00》 的 子 列 {6,w 站 以 ,Cw 站, 于 是 
令 
S10) 一 Hm Ee0) 
即 可 . 
剩 下 要 证 {x:《w), 5E7} 是 与 {5,(wm), :ET} 随机 等 价 的 可 
分 过 程 ， 
由 《7 及 (8) 可 见 , 对 任 一 固定 的 1, 我 们 至 多 只 在 一 0 测 集 
土 侯 改 了 5.Cm) 的 值 以 得 x,Cw), 收 
Pix = EW0)) = 1C+ € TY 
其 次 ,由 (8) 中 第 一 忒 , 知 对 每 wm € 8. 
Kg) 一 SRCa3 
再 由 (8) 中 其 余 二 式 , 短 
NrC Xr) 
通常 称 定 理 1 中 的 {xCw)，t€ T} 为 售 .JLo ET} 的 可 分 修 
. 《9 由 的 8.Cw》、 必须 人 允许 它 可 能 为 oo 或 一 ce 时 才能 保证 存 
.人 :Ce 的 选择 可 能 不 唯一 ， 但 这 并 不 影响 结果 ， 因 为 由 (7)， 


耻骨 及 


Plr(w) = Bm) = 0 

三》 在 实际 中 运用 可 分 性 时 ,困难 之 一 是 ， 如 何 找 RR? 如果 
对 过 程 衣 加 条 件 ,问题 极 易 解决 , 

定理 2 如 可 分 过 程 {x,Cw), :& 7Tl 随机 连续 , 划 此 过 程 是 完 
全 可 分 的 ， 

证 出 假定 ,对 任 一 列 ff CT 二 一 和 有 

Plm x 一 x, 
故 存 在 子 列 {zj} 己 {i}, 使 
Plimx, = +,)=!1 《91 

申 过 程 是 可 分 的 假定 ,存在 可 分 集 了, 使 


s 11 = 


BE 一 1 
今 设 愉 为 任 一 稻 于 了 工 节 可 列 集 , 任 取 EV, 及 {fCR,f 玉 如 由 
C9) POC x 7 EE Xa) = 1, 由 TPP 的 可 列 性 得 

POXyTETRAY OS 1, PURyTRe) = 1# 

既然 。PCXyC 禄 一 T。 即 得 

POXICEC XR) = 1 

加工 二 [0, 0), 由 上 述 证 明 可 见 ， 首 先 ,对 可 分 的 右 随 机 过 

续 过 程 ,定理 1 的 结论 仍 正确 ;其 次 ,可 分 性 涉及 航 限 点 5:La), 因 
而 涉及 RR, 中 的 拓扑 , 我 们 这 里 用 的 是 欧 针 距离 产生 的 拓扑 ,和 如果 
采用 其 他 的 拓扑 ，5,Cw) 的 选择 也 随 之 而 旱 . 


$1.3 随机 过 程 的 可 测 性 


《一 ) 设 {xC2), 1E TY 为 《8, .FP) 上 的 随机 过 程 ， 了 为 
玉 , 中 任 一 Borel 华 ， 有 时 候 ， 我 们 需要 潜 虑 样本 函数 +m) 对 
的 积分 ,因而 有 必要 引进 过 程 可 测 性 的 概念 .， 

以 顾 ! 表 工 中 全 体 Borei 于 集 所 成 的 0 代数 ，k 二 工 xP 表 
Lebesgue 淹 度 与 了 的 独立 乘积 浏 认 ， 二 定义 在 对 积 o 代数 绍 | x 
多 上 ,最 后 , 遍 ! X 3 关于 上 & 完 全 化 的 9 代数 记 为 中 , X 名 

称 过 程 {zw), 1€ 了 } 为 可 测 的 .如 对 任意 实数 4, 有 

CO wor) NEBIXD C1) 
注意 CD 中 左 方 是 以; wm) 的 二 维 点 集 . 

有 些 问 题 中 需要 一 种 更 强 的 可 测 性 , 称 过 程 {x%.Cw),t ET 了 } 为 

Borel 可 测 的 ;如 对 任意 实数 4, 有 
《Cr 00) xd) 和 和 们 EE!1 尖 访 C2) 

显然 。Borel 可 测 过 程 必 为 可 测 的 .至 于 何 对 需要 那 一 种 可 调 
性 , 则 视 站 | 题 而 异 ， 

以 下 为 简单 计 , 设 工 为 区 间 , 其 实 下 列 定理 对 任意 Borel 集 工 
正确 ,只 要 在 证 明 中 作 有 明显 的 修改 . 

《二 》 定 理 1 设 人 ko7, +E 7} 是 随机 连续 的 过 程 ， 则 必 存 
在 与 它 等 价 的 ,完全 可 分 ,可 测 的 过 程 {x,Cw), ae 了 了 |， 

=" 1]2» 


Em ee TE ee 


证 19 不 失 一 般 性 ,可 设 存在 常数 C 过 co , 使 
[EQ ww) < C C3) 
否则 , 令 
ECt。 600) = tan™iEtr, w) C4) 
显然 储 (1, w)} 是 有 界 的 ， 如 对 它 存在 等 价 的 完全 可 分 可 测 过 程 
{Cr wm) ，#€ 了} ， 则 过 程 
x 0) 一 tant(ts wm) (C5) 


如 讽 求 的 过 程 . 

2° 今 设 工 为 有 究 区 间 ( 开 或 闭 , 半 开 半 闭 均 可 ) 来 证 明 本 定 
理 ， 

不 妒 设 (3) 成 立 ， 出 假定 ; 还 可 以 假定 此 过 程 关于 了 中 任 一 
可 列 笛子 集 民 可 分 。 固 定 R, 将 RR 中 车 nr 个 元 排 为 

zf 心 5 < sm) 
设 T= [ae， b];, 而 令 和 二 sh 加 一 贞 岂 ， i 
af 吕 ) 一 去 Cs。 wm), 如 4 2 sy" 

易 风 过程 x,C1;, wm), iE fa, 上 8] 是 Borel 可 测 的 ,因为 

CC, 外? : He aC! 中) < 2 


-U 相生， x CC oo) SeYU Te tm] 


x CG, 0) EX (C6) 
对 任意 固定 的 ET。 由 随机 连续 性 假定 ,有 
Plim*,(i, 局) 二 专人 加 3 wm) 《77 


因 半 均匀 有 界 随机 变量 列 , 依 概率 收敛 等 价 于 平均 收敛 , 故 
lim E |xsCh, wo 一 tC#, wm)| 二 0 


lm ElzxoCto, ao》 一 zultos wo)| 一 下 
由 x， go) 的 有 异性 、 了 的 有 界 性 及 Fubini 定理 


alm, | ra m0) 一 Soft co) | Cdr, dw) 


一 im { Bless, 0) 一 me w)|a=0 
I 


i 


ET ep i eh 


由 此 可 网， {xstts w)} 关于 天平 殊 收 化， 政 更 依 测度 收敛 ,从 而 
存在 一 于 列 {xsikts 四 ] 及 yt。 oa]。 使 关于 站 几乎 处 处 地 有 

lmsasts 7 一 yl#, w) (9) 
市 且 {y(t wm》 1 ET) 是 Borcl 可 测 过 程 。 以 村 表 (9) 趟 不 成 空 的 
Cz wo) 集 ， 则 AM 一 0。 由 Fubini 定理 ， 存 在 一 集 To 了 ， 
EC7o 一 0。 使 如 图 窟 二 E TANT， 则 以 概率 1 有 


pr, mm) 一 limn ya 并 wo 《ED 
由 (7) 知 如 zt€E TN\Tos 有 
PEytr, 6 ) = Eit, ip] =1 C11) 


今 定 义 {4x(#， wm)，1ET} 使 
xf ww) = ys ww) WM iE T\(ToU ER), 
而 量 在 此 (#, wm》 上 (9) | C12) 
一 站 ts 9), 反之 | 
大 于 《97 式 关 于 几乎 姓 巡 成立, 而且 AKCTmUR2 x 多 一 0。 下 
x o) 与 yti, 0w0) 不 重合 的 点 必 构 成 蘑 个 E 零 测 集 的 子 集 .。 上 既 
然 yli, oo 为 玖 :X 名 可 测 , 故 [rt wm), ET 是 可 测 过 程 . 
由 C17),， (C12) 知 {E(t wm) ,#1ET} 与 {x(t, wm) ,tT} 等 价 ， 
试 证 {xCis w)，# ET} 完全 可 分 出 (12), RrCwm) 一 SR(o]， 
柄 XX) 一 上 ptw)， (一 切 E2)， 任 取 一 点 (xti，wm))， 
wm 《NNN 表 原 可 分 过 程 信 (wm)，z€ 了} 的 例外 集 。 那么 ， 它 或 者 
重合 于 (1, (1, oo ， 肛 时 由 于 纸 2 w) 关于 呈 的 可 分 性 ,有 
(Ci, 和 (za wm)) = (#, Et1, 0)) € Bry = XrCon) 
或 首 它 重合 村 y(t, wm))s 由 《59D 及 zjtis wm) 的 定义 仍 知 
Cs x o)) oe CF, ys 四 ))ESRCo7 — Rel) 
于 是 得 证 {x(C#, w); rs EET} 关于 卫 可 分 ， 由 $1.2 定理 2， 即 知 它 
完全 可 分 . 
3?” 如 了 工 为 瑟 穷 区 间 , 则 可 表 工 一 【外 Tu, 这 里 了。 为 有 穷 区 


a TN Tn = $@, Cn 下 my), 对 每 {E00) > FE 了 3 由 2° 得 其 


1) 即 如 (meffT 一 (ToUR)7 x ON 


了 和 = 


和 


等 价 的 完全 可 分 、 可 测 修 正 frirfo)。zeTo- 于 是 fr(o)， 
1 了 即 所 求 , 甚 中 
Xd) ee xe) ME Th 
定理 2 设 [Co ET 了 } 为 可 分 过 程 ， 而 且 对 每 固定 的 +€ 
T, 有 
3 Pllim $s, 0) se E01 0)) = 1 (13) 
则 必 存 在 等 价 的 可 分 、Boerel 可 测 过 程 {x,Cw), re 它 的 用 平 
一 切 样 本 函数 是 右 下 半 连 续 的 ， 
证 设 Co), 1€ 了 T} 的 可 分 集 为 只, 对 每 固定 1， 令 5.(0) 
一 B07. 由 可 分 性 及 《13)， 罕 在 品 ，PCB,) 一 1， 使 对 任意 
名所 总 ， 有 
(Ca) 样本 区 数 红 ' , w) 关于 尺 可 分 ; 
Cb) Str, w) = br, wm), rE R, 
任 取 一 实数 < 而 定义 
x 0) 二 7， 如 2 C14) 
= 2 如 omE 如 
则 {z*:ko)，FE 了 T} 即 所 求 的 过 程 。 实际 上 ,由 (137， (14? 知 
{zw)， 26 了 与 车 (o)， ze 了] 等 价 ， 其 次 , 区 > 表 尺 中 的 元 ， 
如 wwe， 则 
bis 0) 一 mir, m) 一 lmetr, 的 = limtts, wm) (C15) 
其 中 第 一 等 号 成 立 是 由 于 (a), 第 二 等 号 由 于 Cb)。 第 一 、 三 项 相 
等 说 明 tC ,w) 关于 玉 可 分 ,由 此 可 分 性 得 第 三 等 号 ,从 而 LC ww) 
右 下 半 连 续 .内 之 由 14) 知 对 一 切 w, xf 60) 也 甘于 灵 可 分 而 
且 也 右 下 半 连 续 ,最 后 ,由 于 对 任 实数 4 
Css0): inf rs 0) <W ~ U (ez < < 十 工 ) 


rE 


X Cor wy) NY 
而 右 方 每 - :被 加 项 中 第 一 因 于 集 属于 禾 ,、 第 二 因子 集 届 于 史 ， 
该 inf 1 SCrs0) 为 A 可 汕 , 从 而 


sri 二 n 


:ty 一 Hom inf 二 (rt Cm€ 0) 
rt 二 
在 了 关岛 上 为 殉 ,X 多 可 测 , 故 xft oo) 车 了 X 吕 于 也 为 
天 X 多 可 测 # 


$1.4 条 人 忻 概率 与 条 件数 学 期 望 


(一 ) 在 初等 概率 论 中 , 事件 么 关于 事件 也 的 条 件 报 率 《有 时 
也 称 为 “在 事 仁 刀 出 现 的 条 件 下 ,事件 《的 条 件 概率 ”定义 为 
pCAD) 

PCD) - 
但 需 假定 PCD) 之 0, 否则 光 定 义 ， 随 机 变 芒 yCo)， 如 果 1y| 的 
数学 期 望 yi 过 ce ， 则 它 关 于 DD 的 条 件数 学 期 望 定义 为 
BCyiD) = 355 (27 Po) — |, ro PaolD) 

但 需 假 定 PCD) > 0. 

这 二 定义 在 实用 中 很 不 方便 ， 因 为 我 们 往往 事先 不 知 PD) 
是 否 大 于 0。 于 是 有 必 归 重新 定义 它们 。 任 他 一 个 概念 需要 推广 
或 重新 定义 时 ， 新 的 定义 至 少 应 满足 两 个 要 求 ， 它 必须 起 旧 概 念 
所 起 的 作 惠 而 且 能 放免 后 者 的 缺点 ; 它 是 旧 硫 念 的 一 般 化 ,使 得 在 
一 定 的 特殊 情况 下 ,新 概念 与 已 的 重合 ,或 与 上 的 有 密切 的 联系 . 

到?(o) 一 Xs)， Xskw) 是 4 的 示 性 函数 , 即 当 we 4 时 等 
于 1, w 4 时 等 于 0， 则 由 定义 

ECXslD) 一 PC41D) 


政 条 忻 概 率 是 条 件数 学 期 深 的 特殊 情况 ,自然 ,在 新 定义 中 也 应 如 
此 .所 以 ,我 们 从 重新 定义 条 件数 学 期 望 开始 ， 

概率 空间 仍 记 为 (8, 名 ,P)， 留 是 多 的 茶 一 子 0 代 数 ， 
尖 己 名 ,ylwm) 是 洲 足 Ely| < co 的 随机 变量 ， 在 新 定义 中 , 不 
是 定义 2 关于 某 一 事件 , 而 是 关于 某 o 代数 声 的 条 件数 学 期 望 . 
因此 , 不 好 说 新 定义 是 旧 定 义 的 直接 推广 , 然而 , 以 后 会 看 到 风 


,16 +» 


PCAIDY 一 


例 1D。 二 者 之 间 有 着 紧密 的 关系 ， 
定义 1 具有 下 列 二 竹 质 的 随机 变 景 BKy| 鹃 ) 称 为 yCw) 关 
于 多 的 条 件数 学 期 望 0( 简 称 条 件 期 望 ), 如果 
11 Ely| 娘 ) 是 淄 可 测 函 数 ; 
1.2 对 任意 4e 馏 , 有 
| EG 1B)PC0) 一 人 >PCeo) (1) 
定义 2 设 Ce 为 任 一 旨 件 , 则 它 的 孙 性 函数 , 即 
. =0 weEc 
关于 静 的 条 件 期 望 称 为 C 关于 几 的 条 件 概率 , 记 为 PCC| 略 )， 
换言之 ; PCC| 族 ) 是 满足 下 二 条 件 的 随 宙 变量 ; 
1.1 PCC| 甸 ) 为 多 可 测 函 数 ; 
1.2 村 任意 4t 绍 ， 有 
1 clse)PGzo? = PCAC) (2) 
既然 条 件 概率 是 条 件 期 望 的 特殊 情况 。 故 只 要 讨论 后 潜 就 够 
了 . 
为 俩 定义 合理 。 必 须 保证 满足 条 件 1.1 及 1.2 的 随机 变量 存 
在 .为 此 , 注意 (1) 的 右 方 值 | ?PCdeo?， 是 关上 的 广义 测度 ， 
而 县 在 络 上 , 它 关 十 测 麻 卫 是 绝对 连续 的 , 即 当 PCA) 一 0 时 ， 
| yPliAdm) w= 0 
汶 此 ， 由 Radon Nikodym 定理 ,可见 满足 1.1 及 1.2 的 随机 变量 
BC 3) 的 确 存 在 , 而 且 , 一 般 地 有 许多 个 。 但 如 有 二 随机 变节 
必 Yy| 多) 及 BY 五 ) 者 满足 1.1 及 1.2, 那么 
Po: By| BY) = Ey| BN) = 1 (3) 
距 然 ?Co 关于 馈 的 条 件 期 望 一 般 处 唯一 , 我 们 以 后 所 说 的 条 件 


1) 明 确 些 应 号 ECy| 咒 ) 为 了 Ky1 咏 XC(w》, 册 表 有 明 它 尾 钙 的 通 数 ， 这 里 及 以 后 都 咯 去 
了 多 沪 丁 了 四 的 并 CI 网 也 如 此 ， 


" 1? 


其 望 E(y| 厄 2 只 是 指 它们 之 中 的 一 个 代表 . 
例 1 设 需 = 8,D, BD, ,De ,0 <PD)<1,D=— 
虹 一 了 D。 试 证 此 针 


: Pm 
POCDY ), Ko)Pldm) 一 E(Y|D), 如 w ED 


Ei 多 ) 一 1 1 (4) 
ms yma)Pladn) 一 Ety|D), 好 mE 5 


— PCCD) = PCCID), weED 


PCCIB) = a C5) 
BD a PCCD) = PCC|BY, WM w ED 
实际 上 ,为 使 1.1 成 立 , EC(y| 绍 ) 必须 也 只 须 星 下 形 
: 项 和 ED ee 
EC 有 8 一人。 和 万 《Ch Co 为 常数) 


以 之 代入 C1), 并 令 4 二 DD, 即 得 


CPCD) 一 | 5PCeo 或 c, 一 yhldw) — ECy|D) 


1 
a ) 
同样 江 朋 C1 一 BCy|B), 而 且 这 样 决定 的 C1,，C; 使 1.2 对 一 切 
4€ 嘱 成立. 

(二 ) 试 研 究 ECy| 狠 ) 《特别 地 PCC| 老 》) 的 性 质 ， 由 于 
ELY| 当 ) 是 用 可 测 性 1.1 及 积分 性 质 1.2 来 定义 的 ， 这 使 人 想到 
E(ty| 委 ) 世 具 有 一 些 类 似 积分 的 性 质 ， 

也 下 的 等 式 、 不 等 式 或 极限 关系 式 都 是 以 概率 1 成 立 的 ， 又 
YCw), JCw)》 都 是 随机 变量 , 而 且 Ely| < ceo, El|yi| 天 oo， 不 再 
一 一 声明 . 

&4. 对 任意 CE CERi 有 

ECCy TT Cn BY) = CEO | WB) + CE(y | ) 

证 ”出 定义 只 要 证 朋 : GC.E(1 招 ) 十 CE( 人 ;| 纪 ) 是 关于 

魏 可 测 的 随机 变 吕 ;而且 对 性 意 4E 中 有 
| ci 有) + GEN B POA) 


人 - 


一 人 Oy 十 Cy PteAra) C6) 


这 哇 , 有 记忆 人 5 用) 的 定义 ,它们 者 是 有 可 测 的 , 故 CE 殉 ) 
十 CE 天 ) 也 党 可 测 ; 又 因 对 LE 天 , 有 


人 ECy;| SB Pd) 号 人 yiPladm) 人 一 1，2) 


也 吉 y 守 9, 则 Ely 地) 宇 0 (as 
证 令 
A= wy)B) 二 有， 一 (e:EG[ 罗 ) 过 一 二 
于 


则 A— A, 


ni 


一 工 PCdo) > | FCy| 喝 )P(do) 一 人 ?PCie) 2 


大 PCAm) = 0, P(A) < 3 PCA) = 08 


C- |EQIB)| EC(y||BY. 
证 由 3B, 有 Etly| 一 y| 怨 ) 宇 0, E(]y| 十 y1 顷 ) 宇 0. 
由 此 及 AA, 得 ECy| 织 ) 所 ELIy|| 角 ). 
Ety|B)— Et—ylB) EEy|| Bs 
D. 设 0 志 yty, Ely| sc 册 
Ely] 8) 1 EC(y|B) 
特别 ?, 如 集 4,€ 多， A:1 4， 则 
PiAs| BB) tPA ) 
证 由 台 
0 Ey ) Ep ) “a 
故 几 乎 挝 处 存在 极限 limE(yo| 胸 ); 在 板 限 不 存在 的 w 上 补 定 义 


12 4 了 4 下 < 好 rn 亿 -+ 本 一 | mw- et 加 A dt 门 二 


| 


i EE he 


为 0, 经 这 样 补 定义 后 的 极限 是 才 可 测 的 ,为 证 它 等 于 BEC is 阁 小 
有 只 要 注意 ,用 积分 单调 收敛 定理 二 次 ,对 任意 4《 所. 有 


{lim sy 天 ?Pda) = im | ECyn 0 ) P(A) 


= lim|, pp(a0) = | im p740) = | , yp) 
E. 设 和 一 jj 守 *， Ex < 00, 刚 
EQy.|lB)— Ely|B) 
证 定义 
2 = SP Potts 2 一 inf Yar 
届 然 0 所 x 一 2 人 和 + 一 yy 0 所 x 十 志和 x 十 yy 
改 遇 DD， 
ECr— ztlB)1 Etr—y|B) 
ECr + soil) Er y|) 
从 而 
Elsy [B24 ECG|B), Elss lB)+ ECy| BY 
最 后 只 要 注意 ,由 于 B, 
Elzs [|B ) AEB) SE E(t|B 
F. 如 #(w) 对 岂可 测 ;, Elyz| < co Ely| 二 0, 划 
Elzy| BB) = zB(y|B) C7) 
证 令 ? = {sm): Elys| < ool 
一 {fzko2: 各 (723 成 立 } 
田 4A, 了 知 工 为 于- 系 : 当 一 o 《EdE 有 时， 


| zyPldw) 一 | XsPldnmy = | Pdw) 
2 1 4 


一 1 世人 7 细 )P0dao) 一 人 XuEty | BPAdn) 
~ | :EQIB Po) (4¢B) 
既然 , :ECy1 碗 ) 明显 地 是 饭 可 测 的 , 歼 


» 2 * 


KuEL, (MEBY) 
利用 多- 系 方 靶 即 得 所 欲 证 # 
G. 如 tlw) 为 雇 - 可 测 ; 则 ECY| 谢 》 二 y. 
证 ”因此 时 y》 具 各 1.1 上 及 1.2 中 对 PO; 留 ) 所 需 性 质 s 
和 如 纪 / 忆 第; 导 久 ， 则 
E[ECy| 沉 ?| 入 :] 一 El(ylB,) 一 天 [人 | 殉 站 殉 ] 
证 ”为 证 前 一 等 式 , 只 要 往 意 如 46 嘱 1, 则 A€ 包 i, 吉 
{PG0) 一 |， BG 1 PCa0) 
为 证 后 一 等 式 ， 注意 EGY| 包 1) 为 天 ;可 测 ， 然 后 应 用 6G 即 
Ty 


在 上 述 各 性 质 中 让 随机 变量 为 事件 的 示 性 函数 ， 就 得 到 相应 
的 条 件 概率 的 性 质 ， 例 如 ， 在 局 中 取 yokm) 一 XCwm)， Ka) 一 
XaCw) ,村 个 拉 ， 见得 
PAs| BY)TPCAI DB) 8) 
最 后 我 们 还 说 明 一 个 常用 的 记号 , 设 {xt, xz 了) 是 一 随机 过 
程 , ?keo) 关于 天 代数 多 {fzrore7 了 7 的 条 件数 学 期 望 EC 哆 {r， 
€ 了 )) 简 记 为 ty jz，s€ T)， 因 前 事件 4 关于 名 {x,, 1€ T} 的 
条 忻 洽 率 记 为 PCA4]x,, 1E TY)， 由 于 ECy|x, 1€T) 关于 .多 (xi 
xzE TT} 可 测 ， 根 据 测度 论 知 存在 无 穷 元 Borel 可 测 函 数 zs 
2 有 2 使 
EtyCiw) |xtewo), 2€ T) = fx 0m), wo 《9) 
特别 , 当 荆 只 含 # 个 点 《1 2 #8) 时; 上 式 化 为 
ECyCead rt) as = fro) ,xale)), C10) 
这 里 大 ay … zw) 是 菜 # 元 Borel 可 测 疼 数 。 


513 马尔 科 夫 性 
《一 ) 马 东 科 天 链 ( 简 称 马 氏 链 ?是 一 种 特殊 的 随机 过 程 , 它 的 
糙 征 是 具有 马 水 科 去 性 ( 简 称 马 氏 性 ), 亦 称 无 后 效 性 . 
设 (9, 多 ,站 是 一 概率 空间 ， 定 义 于 其 上 的 随机 过 程 XX 一 


s 2 


fxr:Cwo),zE 了} 的 状态 空间 为 吕 , 我 们 假定 是 Ri 中 一 可 列 集 . 称 
XX 为 动 区 链 ， 和 如果 它 具有 马 氏 性 : ”对 任意 有 穷 多 个 起 ET， 挟 
和 过 Ts 任意 使 Per 一 说 x 一 i 让 
的 庆 ， -…*, is€ EE, 有 
Pas, 一 | = Hy Kr, = ta) 
一 Pxe, 一 和 ze — tnt) C1) 
屯 氏 性 的 直观 解释 如 下 : 设想 有 一 作 随 机 运动 的 质点 王 ， 在 
z 时 之 的 位 置 记 为 +,， 把 上 时刻 6 看 成 " 阮 在 "， 从 而 各 属于 “将 
来 "而 ,4 都 属于 "过 去 "， 于 是 人 12? 式 表示 : 在 已 知 过 去 
“xs = Kis i 2 及 现在 Xr, 一 rp 的 条 件 下 :将来 
的 事件 zx 一 2 的 条 和 侍 慨 率 , 只 依赖 于 现 和 在 发 生 的 事件 “ze ,一 
ip- 简单 地 说 ， 在 已 知 " 现 在 ”的 条 件 下 : “将 来 ”与 “过 去 "是 独 
立 的 。 下 面 的 讨论 表明 , 《172 中 的 “将 来 "与 "过 去 ”的 内 容 可 以 大 
大 充实 ,而 不 仅 限于 “x, 二 ia” 等 的 形式 ， 
(二 ) 马 氏 性 有 许多 等 价 的 形式 ;下 丁 定 理 1 的 (A),(B),(C) 
中 ， 用 的 是 关于 事件 的 古典 的 条 件 概 率 ,而 CD》, CE) 中 则 采用 关 
于 ga 代数 的 条 件 概率 或 条 件数 学 期 望 ， 表 重 上 看, CA》,《D) 含义 
最 少 , 其实 它 们 都 等 价 . 引进 下 列 三 个 go 代数 ; 
N= {x Et WE T} 
一 ,多 和 ET 
= {x tn HE TT} 
定理 1 下列 诸 条 件 等 价 : 
(&A>》 马 氏 性 《1 成 立 ; 
BY》 对 任意:€ET 了 ,iE BR 及 AEAN', BE NS, PB, x = 
0 有 


PAIB,# = = PA = (C2) 
{CY 对 性 意 :&€ Tit BhRAECN!, BE NN Pry= i)>0, 


有 
PCAB|x, = i) = PA|x, = i PCB Ix 一 门 (3) 
(D》 对 任意 碳 达 二 之 1 ET,n>1,1€ ,有 


下 2 


em gE 


Plx, = i x, "sy | 一 PCx,, 二 i|x,_,); (Ca,s.)™ C4) 
CE) 对 尾 意 ze 了， 如果 函数 54w) 为 .Ar 可 测 , 而 且 E181 去 
co， 则 


ECEI ND 一 瓦 (xD Ca.s.) (5) 

证 《A) 一 《D3; 注意 Plx6 一 下 xz) 关于 .多 《rp 

x 梧 测 ， 故 为 证 427， 只 要 证 对 任意 了 BE 名 (xis re， 
PCBD7 > 0 有 有 


{ PO, = ls, Pd) — POB, i, i) ¢6) 
先 设 BB 二 Cx 二 二 i) 在 此 8B 上 ， 
PCxe, 一 i| re_,) 一 PC 一 Fx _, 一 fem1) | (C6) 


此 式 可 如 下 证 明 : 根据 $1.4C10), 存在 基 锁 数 从 门 , 使 
Plxs, 一 下 一 fx, ,) 
在 ow- 集 Ceo;xes (C0) 一 i) 上 ;fw 9 一 其 pr 是 常数 ， 出 条 
件 概率 的 定义 ,得 
Ptr 二 i xn 一念 一 | Prs, 一 ro DPCacD 


【区 = i 
fl 于 一 了 


fi DP 一 1,1) 
于 是 fic-1) 一 Phx 一 让 xio 二 in-1), 而 C6 个 得 证 . 
以 《6 代 人 《6)， 得 


POx,, ™ i| x = 和- ， P(x,, i rn = ja 


一 PC 一 六 ;3 Ti fo 一 13 Me 2) 
而 这 式 由 《1) 是 成 立 的 ,于 是 《6)? 式 对 上 面 形状 的 召 得 证 ,从 而 对 
形 如 


B= Crs, E 4 Xen < (op 
的 吾 也 得 证 , 这 里 4;CE 任意 ， 
使 (6) 成 位 的 全 体 BB 构成 一 系 4， 它 是 福 系 ， 一 切 《7) 形 的 
下 成 一 系 了 ,四 上 知 4 必需 由 4- 系 方法 知 
ADrID = {rs fm} 


12 (a.s.》 表 在 式 对 关于 了 的 几乎 一 贸 铭 名 成 立 , 亦 即 左 式 成 立 的 概率 为 1. 


SE mi 


《Dy -> (CE); 首先 ,对 任意 xz 之 1,，ACE, 由 条 系 方法 易 见 


PlxaE AI .N= POCx EE AI rx), (Ca.s.) (8) 
其 次 , 设 ww) 为 针 le 可 测 , 且 E18| 二 co 有 
ECE] A = ECEix), {a.5.) C9 


实际 上 , 当 扣 一 Yeskzo) 则 Crs & 4) 的 示 性 序数 时 , (9) 作为 (8)， 
令 ， 
5 一 [全 体 可 积 羡 数 弥 o)】 
| 瑟 一 1 使 9 成立 的 全 体 &w)} 
则 理 是 Ge- 系 ,枉然 Xu(xe》e 电 。 而 诸 集 (x,€ 4)，4CCE 产生 
多 fx 故 由 红 - 系 方法 知 H 忆 9 {rv}. 
第 三 , 斌 证 对 人 生 间 1 所 之 AiCE, 有 
PlxaE Ais t= 1 Wm A) = Pr EAs i= 1 mlx) 
| (a.s.) 《107 
实际 上 , 当 mw 二 1, 《10) 化 为 (8》，。 下 用 归纳 证 而 谨 C10 对 加 一 1 
个 4; 成 立 。 简 记 
B, 一 《ro E 再 Cx € Ayy os tum € Am)s Bo Bb, 
则 由 条 件数 学 期 望 的 性 质 得 
PIB|I A 一 ECXp Xn) NA) = ELE(CXB Xp, A ) | 
= Elxs E(Xs, | Ne )) .AN 一 E[xs PCB A ) | .Ae] 


Ca.s.) <11) 
由 归纳 法 前 题 假 定 
PLB A ) = PABsIxs) (Ca.s-) (12) 
代入 11) 得 


POCB|I A = ElXaCxs PCBsz ?| A ] 《as 
但 xojPCBs|x6) 对 入 fx} 可 测 且 可 积 , 故 出 (9) 得 
PCBIN) = ELXs xo PC B34 ) |x1] 
一 E[Xs PCBal A ) 1x] 
= E[PCBBN A rl] = POCBIxs) (a.s.) (13) 
最 后， 从 C107 出 发 用 矿 - 系 方法 , 象 愉 (8) 出 发 证 明 《9) 一 
粹 , 即 可 证 《52 对 任意 7!' 可 测 的 5 成立 ,只 要 El8| < cp， 


CY 一 C0): 取 呈 一 X4 (EVD 则 (5) 化 为 
POAL A = PANxs (Cas.) C14) 
CB;xi 一 站 6E .Ns 故 由 《14) 
PC 大: 一 切 一 1., PLA |x)Pldm) 
— PlAlx, = DP(B;r, = C15Y 
由 此 到 得 (22. 
CB) 一 > (A): 在 52? 中 取证 一 和 -一 加- A 一 (vi 一 i) 
B= {x 一 ip 一 2 如 得 《1 ， 
CB) <>(C2: 只 要 利用 等 式 
PCAB|x, = 1) = POCB|r =— PA!z, = i, B) | 
即 可 .《 补 定义 PCAlx 一 i, By 一 0, 如 Pr 一 i, B} 一 0.) # 
《三 》 一 般 状态 空间 中 马尔 科 夫 过 程 (简称 马 氏 过 程 ) 的 定义 
如 下 ， 设 《9,， 多 , 下 是 一 和 概率 空间 ， 定 义 于 其 上 的 随机 过 程 
一 {xCwm), ecTi 的 状态 空间 为 某 可 测 空间 《B， 物 ?， 如 果 对 
人 尾 疙 #5 过 二 过 ET, 之 1, 任意 4&6 过， 有 
Pix E 了 | Xi Ty in = PECxs, 所 jx， (a.s-) (16) 
则 称 此 过 程 为 马 氏 过 理 ， 
注意 《1 介 是 (4) 的 直接 一 般 化 ， 不 需 改变 定理 1 中 CD 一 
《EY 的 证 明 , 可 见 (1 人 0 与 《5) 在 一 般 状态 空间 也 是 等 价 的 . 


sl16 转移 概率 
(一 ) 本 节 中 内 讨论 离散 情况 ， 设 已 给 C8, 多 ,及 上 的 乌 氏 
链 关 二 {xCw)， 1&€ T}; 以 后 我 们 只 考虑 二 种 了 :了 一 [0, oo0), 或 
C0, 1， 2 .3 于 是 可 分 别 记 瑟 为 {zr 关中 {xs2# 汪 0 中。 在 
后 一 杯 情 形 中 , = 表 非 负 整 数 , 并 称 {*o, 之 0} 为 县 离散 参数 的 
蕊 区 链 ， 
如 Plx; 一 门 记 0, 可 定 艾 
pitss DN =Plr = js 一 门 (: 人间 (C1) 
称 pii(s, 站 为 5 时 在 i 的 条 件 下 ,rt 时 转移 至 了 的 和 的 转移 概率 ， 


* RAS + 


ee Le di tH pe 


开 称 迪 psts, 个 为 元 的 矩阵 
PK DD 一 《Ba 27) 
为 革 的 C:; 个 转移 矩 距 , 当 和 委 了 遍历 工时 。 个 得 到 XX 的 转移 伟 阵 
族 Pts, 四, ss FE 了 工 。 
引 理 1 开 的 转移 和 矩阵 有 下 列 性 质 : 
Qa) 0 < pats El 
Cb) 2 Piilss =1; 


fc 对 # 守 wRET, 有 


Piils, #Y = > pialss Opauti, #) {2) 
亦 由 (采用 短 阵 的 记号 ) 
Piss #) = Pls, IPC#, w) (2 


C0) ps 5) = ii 
其 丰 5 为 有 Kronecker 记 写 : Bj 一 0 GG 才 准 ;二 1. 


证 (ay, Cb), (Cd) 直接 由 《1) 及 梳 率 的 性 质 推 出 ， 理 解 ~ 
0, 得 
Polss A = PO = flv C=) = Pe is 
-= "Plr, 一 j, Xs 二 x 二 让 .Pw r= 
之 Pits 一 Ar 一 全 Plr, = 1) 


PCzu 一 了 zx 一 1, we = RIPEx: = |r = 7) 
利用 蕊 氏 性 ,上 式 
= DPlxe = jlr = RP = ks = i) 
下 
一 pilss 的 Pt 二 # 
总 


递 常 称 27 式 为 Komworopos-Chaprnaa 方程 
利用 转移 熏 率 可 以 表达 XX 的 联合 分 布 : 
引 理 3 对 任意 日 委 丰 二 六 撕 4 inEE, 


* 26 = 


， rr 
or re en 一 


PCxo 二 fos Yr, 一 fs “ rn 一 i,) 
昌 一 


1 
”8 Il Digige Cs far) 《37 
和 
其 中 9 二 Ply, == 门 . 
证 
Px, 一 fn, wi ly “7s 六 5 19) 


= Piro = Pr = blo io)P(x, = |4 "io, 
PC 
利用 马 氏 性 央 得 (3) # 
称 蕊 氏 链 太 为 齐 次 的 ,如 果 它 的 转移 概率 为 齐 次 的 , 即 如 对 一 
切 0 所 :所 志 i jE palss 们 只 依赖 于 着 1 一 s:; 这 时 记 
pt s+ OT pt Pst PD 《4 
于 是 (a), 《Cb), Cec), Cd) 分 别 化 为 
(A) 0pu(d) El 
(B) Dj pi = 1 


(CY) pu FO pr)py tt) 
是 


Cpls 十 门 一 PCDP(D) 

(DY p07 一 20 
这 时 XX% 的 转移 矩阵 族 PtD 只 含 一 个 参数 1. 

当 工 二 《0,1 2， 时 ,由 《2 得 知 对 非 负 整数 六 一 2 
下 KW， #2) 一 下 的 mt 1 7 Phim + 11m + 2). 7 Pn —— 1 n) (C5) 
故 高 步 的 转移 概率 宫 通 过 一 步 的 来 表达 ， 特 苏 ， 如 此 时 Ptm, nx》 
还 是 齐 次 的 ,那么 由 《5) 并 注意 Pla) 一 PC0, oa 得 

Pir) = TPC1)]" C6 

因此 ， 对 县 离散 参数 的 蕊 民 链 区 ， 它 的 转移 概率 矩阵 族 完全 码 一 
步 的 转 称 概率 短 阵 PCID 所 决定 . 

以 上 我 们 以 先 已 给 定 的 区 得 到 它 的 转移 概 康 ,并 得 到 了 P(s，、 
幻 的 性 质 《a7 一 (qd)， 


= Ts 


《二 》 现在 考 麻 反面 问题 ， 设 对 每 一 对 i， 7 & 已 给 实 信 国 
数 pi 站 0 之 5 所 1， 满足 条 件 Ca),《b), Cc),，《d)， 称 这 种 汞 数 
为 转移 函数 ， 称 C9;) 为 上 的 分 布 , 如 果 
gi 守 0, D9=l 
EE 


定理 1 设 已 给 B. 上 一 介 布 {9;} 及 转移 函数 pjits, 和 j(i, jf é€ 
如 J， 则 存在 概率 空间 《8 , 多， 下 及 定义 于 其 上 的 蕊 氏 链 了 二 
Txt 上 T}, 使 美的 开始 分 布 为 {gi}、 转移 矩阵 为 Cpitsst)), 
即 


gi 一 PKxo(o7 = i) (C7) 
pitss 门 四 PsKoy 一 让 xD = i (i, jE EB; sy1€ T) (8) 
证 ”对 任意 ?个 参数 1€ 了 , 把 它们 排 成 4 所 三 二 和， 
由 于 引 理 2 的 启发 ,我 们 定义 *# 维 空间 上 的 离散 分 布 
Pratiis i = >, dipii cD, Hpi Ki 2 
-ts i.) C9) 
由 (a) 一 (dD) 易 网 有 穷 维 分 布 族 Pi .ti ,iw) 是 相 容 的 , 故 据 


il 定理 1， 存 在 概率 空间 (8，. 久 ，P 及 定义 于 其 上 的 过 程 
{x,C0m), 大 T} ， 满足 


Px, = i “**, x i = Peontits st) C10) 
由 (10), (9) 得 
Px, 一 i | Fa = 让 
Pr lis "7 jia) 


一 C11) 
P, 2p enkits | jy 


了 人， fbn CD, 7 “Pindn_i Cin—2s 四 PP Ce ts tn) 


2 gibn do, 而》 ta—1) 
i 


= 


之 ， 好 站 iim_; 《0， tg—1) Pi i Emly 1s) 


一 Pin— EE 网 = 一 
2, gibrnn 0s 加 


让 8 ， 


一 Plzxs, 一 和 | = 
这 得 证 蒜 是 潇 足 (8) 的 马 氏 链 .。 最后。 在 【10) 中 取 和 一 一 


tr js 二 一 一 可 一 0 得 


Pltro=i) = gy 
(三 ) 在 马 氏 链 理 论 中 ， 重 要 的 是 另 一 概率 品 , 必 42， 它 定义 
在 oo 代数 祷 {x., #5 守 zn€ TT} 上; 它 是 满足 下 列 条 件 的 概率 : 
对 任意 训 扎 庙 迁 和 和， is EE 有 
Poker yy in) 
= pis Ct tr pi as ta pen ia tas dn) C12) 
其 中 pits, 个 是 XX 的 转移 概率 ， 根 据 测度 论 中 关于 在 无 穷 维 空间 
中 产生 测度 的 KomMoropce 定理 ,满足 (12) 的 概率 唯一 存在 
Pi 有 4》 的 直观 意义 如 下 ; 设 PCw 守门 之 9, 则 1 
B,C ms fs re = in) 
一 PCs = {13) 
实际 上 ,由 引 理 2, 省 方 值 等 于 
Plx; = Ea Xr ly Wy Ts ia) 
px 一 站 
2 gapeCds pr kts 0 1n) 
-点 


之 gapritD, £) 


= Pitty Hpi 12) pin tu-1s ta) 
PC 一 A 二 fe) 
根据 (13)， 我们 自然 称 Po,iCA) 为 开始 分 布 集中 在 i 时 4 的 
条 性 概率 . 
如 果 天 是 齐 次 的 ;那么 由 (12) 及 (4) 得 
Pires, = het = 10) 一 PAxi, = i 1 ) (14) 
甚 中心 (4 一 BA 《14) 表 朋 对 时 | 间 推 移 的 不 变性 ,其 实 还 可 
把 《14) 如 下 推广 . 
定义 在 TT 上 而 取 值 于 中 的 活 数 记 为 eC )， 全 体 这 种 函数 
构成 空间 ET, 包含 全 体形 如 


= 


s 这 呈 。 


C= {eC De 一 站 et 一 和 (15) 
的 集 的 最 小 0 代数 记 为 咬 ” 殉 7 是 下 中 的 和 代数。 设 任意 给 出 
一 个 定义 在 EF" 上 的 函数 eC 站, 我们 假定 人 et* 力 有 奔 而 且 关 
于 党 7 可 测 ， 其 次 ,对 每 固定 的 wE 8, 1 宕 0,71€T, 以 x(t 十 -， 
中) 下: 的 六 数 xr 十 s， wm), 它 可 视 为 自 样 本 函数 x(' 。 oo) 经 “#- 
推移 "而 得 .由 于 xx 区 ww) 及 xtf 十 ,wm) 都 属于 王 5， 故 其 所 ， 
0 及 天 rtz 十 -，w)) 都 有 定义 。 我 们 证 明 

Eff(xtt + :0000 = Elf(xC:, 0))] (16) 
实际 上 ,出 的 豫 7 的 可 测 性 知 玉 xCi 十 0@)) 为 .可 测 ， 当 

f 为 《157 中 集 C 的 示 性 函数 时 , (16) 左 方 化 为 

PArtt TF) = 

出 《12》 及 齐 次 性 ,此 值 等 于 

pi Cr Vpis te 一 “Pin_ inkin 一 加 -地 

= Pr 一 阐 rt) Oi) = ECxC:, oo)) 

故 《1 的 对 了 一 光正 确 ; 利用 多- 系 方法 即 知 516) 对 任意 有 界 而 
且 络 可 测 的 函数 fel )) 都 正确 . 

引进 依赖 上 吕 的 枝 率 Pi, ww); 

Po A) = P(A), Mx(Am) =s 

因而 当 只 男 定 时 , Pi,xxm(A) 是 一 普通 的 概率 P(A), 在 $1.5C5) 
中 取 ww) 一 从 x(z 十 *,w)), 并 注 演 (13), 得 

E[fixtt 十 207] Te Eos talt + "0)) 《as (17) 
如 果 工 是 齐 次 的 , 由 (177), 169 得 

互 [其 zt t+ 7, oO A 一 己基 co》 (Ca.s.) (C18) 

“四 转移 蝎 数 的 概念 可 稍 许 推广 。 称 实 值 画 数 pijts, 2) Ci， 
i EE, sf 6 了) 为 广 转移 国 数 ， 如 果 它 满足 《一 ) 中 条 件 
《ACID7 及 


CB') 2 piss El 


广 转移 通 数 可 通过 扩大 状态 空间 而 化 为 转移 冰 数 ， 实际 上 ， 
任 取 一 点 aEE, 把 圭一 下 Ufel 泪 成 新 状态 空间 , 在 其 上 定义 函 


| 。 


ett comet i ete wep mp ee Ee FE Da oe i hr . 


bis 全 一 pils, 1 如 JE 王 
一 工 一 > pgCs， A EE 一 (19) 
让 EE 


一 8i 如 了 一 

容易 看 出 , Pslss 7) 是 官 中 的 转移 函数 ， 

根据 定理 1, 可 以 找到 马 氏 链 久 一 {Cw), ze 了 }, 它 的 状态 
空间 是 各 而 转移 概率 是 ks, 四; 由 《19) 知 = 是 各 的 吸引 状态 ; 
就 是 说 ，# 具有 性 质 : 如 zw) 二 a， 则 有 Co) 一 起 正六 0。 
直观 地 说 ,质点 到 达 a 后 便 未 被 = 吸引 而 不 能 离开 。 仿 

SC0) = inf Ci:xCwm) = a) (20) 

则 《Go) 是 首 达 = 的 时 刻 ， 亦 即 被 e 开始 吸引 的 时 刻 , 有 时 也 称 
sw 为 中 断 时 间 . 


ma 池 1 。 


第 二 章 马尔 科 夫 链 的 解析 理论 


$ 2 可 测 转移 矩阵 的 一 般 性 质 


《一 》 设 pi() GE 2 0 是 齐 次 转移 函数 ， 如 上 章 所 
述 , 它 是 满足 下 列 条 件 的 实 值 函 数 ， 
CAD) piilf) 2 0; 


BY > Bit 1: 


(CC) prs+t+ 人 = 之 PaCsI Pate)s 


(DD) pC0) = Bj, 

为 了 研究 转移 函 数 的 解析 性 质 ,需要 对 它 逐 步 地 补 加 条 件 , 以 
下 简 记 (ar (7 为 Cp 让 或 PQ). 

称 转 穆 给 阵 Cp;) 为 可 测 的 ,如 果 它 的 每 -元 pt 是 上 zE《0， 
00) 的 Lebesgue 可 测 呆 数 ， 

可 调 性 条 件 导致 深远 的 后 果 ， 下定 理 表 示 ,. 可 测 性 等 价 于 每 
pi 在 (0; 00) 上 的 连续 性 , 也 等 价 于 每 pi C2 在 0 点 存在 极 眼 
Him py (7). 

定理 1 对 肆意 转移 人 第 阵 (py), 下 列 五 条 件 等 价 : 

I tpi) 可 浏 ; 

2” 对 任意 固定 的 4 记 0， 

lim sup >) [pt 十 一 友人 一 站 C1Y 


着 一目 二 1 
3° 对 性 窟 固定 的 a 0, 每 个 Pi (DD 对 fz€ (Cn, co) 一 致 连 
续 ， 而 且 这 一 至 性 对 i 也 成 立 ; 精确 地 说 ， 对 任 给 6 > 0， 存 在 
(= Sa 六 0, 当 半 过 8 时 有 
1) 如 只 讨论 PCD 在 (0, 50) 上 的 性 质 , 刚 条 牢 (ID 可 不 车 虚 ， 


a 


EE ei EP mdi He Ei id TFvaaro -<< < 


十 > 有 
lp 全 pid | < (Dt je EE) 
4” 每 pi (7) 在 《0,00) 连续 ; 
5°” 对 任意 i. 7€ ,存在 极限 
EP) Te 
而 有 极限 短 阵 UV = (ww) 具有 下 列 性 质 
U0 ns 0); 


(by UI I 5 tj <1); 


7 
[ i | i i|s 
(ey) U \# > wen ) 


其 中 0 表示 元 崩 为 0 的 矩阵 ,而 了 崇 单 位 直行 矢量 《其 元 皆 为 1)， 
证 1 一 2°: 由 (CC) 及 (B), 对 0 所 :二 1, 有 


| Pitt tC— pitt) | 一 人， >) [pinks + A) 
i i 各 


<2, 

到 
TosG—) = Tle + pad) 0 
i 是 


— pinCs)] putt — s) pints 十 而) 


一 7 


这 说 明 级 数 的 和 可 |psCt 十 电 一 向 (9 | 是 * 的 不 增 函数 ， 由 可 
测 性 ,如 :之 ,可 将 (2) 双方 对 ， 自 0 积分 到 a 而 得 

Dl th pm < Dh ear pad) 
既然 右 方 与 : 无关 , 故 


sup 人 2) | piit + #7) 一 了 if 


< 之 二 下 EX 十 们 一 pants) 


ds 《37 


如 0 二 记 三 a， 刚 (3) 的 右 方 级 数 被 收 敏 级 数 2 六 人 paCeas 
Er 到 o 
所 控制 , 故 可 在 求 和 号 下 对 加 取 极限 ， 因 此 ,如 能 证 明 


lim | [puts + A — pls)lads —0 C4) 


则 在 C3) 中 令 训 一 0 十 后 即 得 证 《1》. 
冉 实 变 函 数 沦 中 JIyane 定理 ,对 任意 6 全 0， 存在 上 帮办 连续 
明 数 ex， 满足 


LOA) < A (0 Cs E24, gnks) pak)) 


其 中 了 表 Lebesgus 测度 ， 对 0 必用 a, 令 
B= C0 和 Ra gts 二 站 pials + AD) 


fea 二 人 一 Pa 


ds <| EC th) — go) la 


[Oo 
+ 上 wal Pt 二 人 一 pat las+t | 
— pints) Jas 
由 gixCs) 的 有 界 和 连续 性 , 当 充分 小 时, 右 方 第 一 积分 小 于 三 ; 第 


0 | Ps + 到) 


二 积分 不 大 于 2LCAY < 二 第 三 积分 不 大 于 25(8) 志 2LC4) 


< =， 这 得 证 (4》. 
2" 一 3" 一 4": 显然 。 
4 一 5?: 设 
U= ， lim Re 7 一 lim Plsn) 
是 桂 二 极限 和 妃 阵 ， 上 二 式 由 的 收 部 表 逐 元 收 误 。 改写 CC) 为 市 阵 
的 形式 
Pls 1) = POYP EE) (5) 
在 (5) 中 令 上 洛 避 一 0 于 。 利 用 4? 及 控制 收 仇 定理, 再 改写 * 为 
: 后 得 
Pl) = PU C6) 
此 式 中 第 i 措 行 之 和 为 


和 


Ee Ue Fest EP POET EEE tT EI A PE i dt < 


1= OD) pa 一 全 pi， 和 ai 《7) 
是 了 二 


由 (B) 显然 > wix 所 1 如 对 某 ij ) wn 过 1 则 由 (C7) 对 此 


让 [3 
有 pii Ct) 一 00> 0), 从 而 Wi = vi = 0. 在 《67 中 令 fz 沿 二 
0 二 ,利用 Fatou 引 理 得 


2 > i 《8 
了 


对 不 求 和 , 并 注意 刚才 所 证 的 结果 : 如 > wn 三 1 则 wr; 一 0, 可 

见 (8) 式 双 方 对 盛 求 和 后 都 等 于 2 vax。 因此 (8) 中 必 取 等 式 , 亦 
让 

即 有 


VF= VU (C9) 
另 方面 ;在 《5) 中 令 : 襄 各 闻 0 二 由 Fatou 引 理 得 
Pl) > VPO (10) 
于 1) 中 令 !1 沿 一 0 十 , 我 们 有 
UVU 《ty 


比较 (9),C11) 得 避 关 了 ; 由 对 称 性 了 关口 于 是 也 一 了 而 得 证 
极限 的 存在 .由 此 及 (9) 得 证 Cc2。(9) 与 (by 则 分 别 田 (A》,(B) 
而 显然 . 
5 一 于 : 出 
p+ 有 一 可 于 mm 


一 2) pik CE) as (12) 
和 


知 pr (rz) 在 每 * 上 有 右 极 限 ， 由 图 数论 知 , 这 种 消 数 的 不 连续 点 
集 至 多 可 数 ”, 因而 Pi kt) 可 测 # 
1) 实际 上 ,对 任意 有 理 数 r, 专 
Dr = (fF: im Pit + A) > lim piste + 下) 
Er = (Ctlimpistt + A Cr limpitt + £7) 
B= 上 于 
慑 见 如 #5EDr, 则 5s 是 五 ,的 布 玫 立 点 , 故 卫 ,到 多 可 数 ， 居 而 U 了 也 至 多 可 
数 。 同 理 ， U E, 也 至 多 可 数 ， 于 是 piyKD 的 不 连续 点 代 也 至 案 可 数 ， 
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注 1 可 测 人 性 只 能 导致 每 请 () 在 《0, 00) 连续 , 而 不 能 保证 
在 0 点 的 连续 性 , 即 不 能 保证 2 一 8。 实际 上 ，2r 一 及; 将 作为 
一 更 强 的 条 件 一 一 而 引进 , 讽 $2.2. 
(二 》 现在 来 研究 p07) 在 9 点 的 极限 fro pu) 。 为 此 , 由 


定理 1 中 5°, 只 要 讨论 具有 柱 质 ab) :fc 的 一 般 矩 阵 口 , 《不 
必 一 定 是 ,im Ptr))， 定理 2 给 出 了 这 种 矩阵 的 表达 式 ; 或 者 从 


解 方程 的 观点 看 , 它 给 出 了 方程 Ca), 《by ,Ce) 的 全 部 解 . 
定理 2 设 U 一 Cwii) 为 任意 满足 Ca7, CE), (Ce) 的 和 矩阵, 则 参 
数 集 瑟 一 《站 可 分 解 为 互 不 相交 的 子 集 FF, 1, y。… 使 
to wi = 0, 如 jEF; 
4P) 存在 实数 wtij E€ 理 一 了 ), 具有 性 质 


ui>0, Du=!1 (013) 
上 
使 
ww; = Ott;» dNiET, FE C14) 
CY) 存在 非 负 数 or pij，- ,iE FY), 具有 性 质 ? 
Dp 1 C15) 
1 
使 
Wrj = pijs 地 fF F, je J (C16Y 


有 反之, 设 已 给 的 任 一 分 割 , 它 将 瑟 分 解 为 不 相交 的 子 集 下， 
1, J， ,并 且 已 给 满足 C13) 的 实数 (jE 7 了 -- FF) 及 满足 《15) 
的 非 负 数 pr pr CE 庆 )， 风 由 Ce)，《14) 及 《16) 所 定义 的 
VU 一 Cwip) 请 是 (2D, Cb》, (ec). 
证 令 wj 一 SUP 7 由 (a), Cc》 
Wy DY Hiatt + Hails 一 
* 


故 由 b> 
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Wil + 而 一 Hii) SE (5 sit Hj < Wi 
两 边 对 i 取 上 确 界 
ul + OH 作 
如 之 09, 由 上 式 知 疝 一 总 ; 和 0, 邦 由 刀 的 定义 得 
Hii = ty C17) 
如 wi 二 0, 《17) 加 然 成 立 ， 由 C17) 及 {ce), <b) 得 


uy EF wp + Wil — Hi i wil 一动 
和 


因而 


wii = Hj Mh wi > 0 C18) 

今 定 义 玉 二 Cj:w 二 0)， 如 jEF， 对 任意 i， 有 0 和 wi 二 
一 jj 二 0 故 (6) 成 立 . 

在 EE 一 Ff 中 引进 一 关系 ~” 记 : 一 六 如 ww; 之 0, 由 (17) 
知 此 关系 是 及 射 的 《 即 了 疙 ; 由 C1 了) 知 它 对 称 ( 即 如 ~ j， 则 
1 门 ; 由 (0) Qa) 得 or 宇 wwen, 故 它 还 是 推移 的 (好 如 i ~ 在 ， 
一 则 产 ~ 分, 从 而 此 关系 将 请 一 下 分 为 不 相交 子 集 TJ:… 
使 当 且 只 当 wi 之 0 时 , i, j 局 于 闻 一 子 集 , 

今 证 C1: 由 分 类 法 ， 如 2ET,jE J, 当 了 二 J 时 有 wj 一 0; 
当 I 一 了 时 有 sw 之 0, 由 (18) sw; 一声， 合并 这 两 种 情形 即 得 
(14), 

今 证 C13): 其 中 第 一 式 显 然 , 任 到 i EF， 育 


0 Dy 所 (二 wt) a (C19) 
| 
以 后 一 sf 除 两 边 , 间 注意 (b)》 及 (14), 得 


1 一 人 一 全 (iEF) (20) 
i jd . 
今 定义 
Pi] = >, Wk (21) 
XES 
如 jE2, 则 
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Hi > Wa (5 wt) Hi Pit 
ES taf 


此 得 证 C163, 由 (5b) 得 (15). 

反面 的 结论 是 平凡 的 , 内 需 直 接 验 证 由 (a), C14) 及 《16) 定 
义 的 忌 满 足 (a)s Cb), Cc) # 

“三 ) 现在 回 到 可 调转 移 和 矩阵 《pi 在 5 点 的 极限 矩阵 己 一 
C7 Wi 生 1m pij() ,利用 它 可 以 将 PC) 的 元 通过 较 简 单 的 沙 


r+ 
数 直 达 出 来 , 对 此 U, 应 用 定理 2 而 得 ti 了 ya 
定理 3 设 (pi 为 任意 可 测 续 移 和 矩阵, 也 由 上 式 定义 ,又 五 按 


定理 2 的 方式 对 品 分 解 为 
Ew= FUIVUIU.:.: C22) 
则 PD Cf 0 可 如 下 素 达 : 
(i) pi C2) 0 > 如 je F, 《2 0); (23) 
dm, Hy (0 = Sy (24) 
使 对 i >> 自 ， 有 
Pi re Hts MiET, jE (25) 
其 中 二 ss 
ci》 可 以 找到 在 C0, ce) 上 的 连续 函数 二/, i E 『,JEC, 汪 
足 
Hi() 0 DDN) =1 
} 
(26) 
之 HAHet) = Dts +) 
使 
pilt) 一 Jr iE F, jE (27) 


反之 ,; 设 任 给 E 的 一 分 割 , 它 将 分 解 为 不 相交 的 子 集 FF, 7， 
J，"…, 并且 已 给 任 一 满足 《24) 的 转移 矩阵 (开放, 7 了 ,J&€ C, 任 疙 
满足 C2) 的 人 0。、o) 上 的 连续 函数 {Tj iE ,JJEC} 及 任意 满足 
13) 的， jE EE 一 了， 则 由 (23)，C25), C27) 定义 的 PC) (在 
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1 一 上 0 点 补 定义 pijC0) 一 6;) 是 可 测 转 称 和 类 阵 . 
证 由 (C102 与 (6 
Dauapald SP pa = pid) CG> 0,i, jt EF) (28) 
x 


吉 j 了 FE, 由 定理 2 中 (qd) ww 一 全 EE , 故 由 《28) 得 (23). 
设 iéT,j€ 7, 由 C14) 及 《287 


pit) 一 (3 Pik 人 ) a (29) 
RET 
故 pi CF! 只 依赖 于 i 及 J。 嚼 方面 ,由 410) 得 
bi (0) PF wtp OF C30) 
下 


郑 说 对 基 j 一 名， 上 式 取 严 格 不 等 式 “ 盖 ”, 则 在 《30) 中 对 ; 求 和 ， 
由 (203 得 
1> > ur DY POD = PD nan™=l 
7 站 
了 矛 扶 , 收 《307 应 取 等 式 ， 再 由 14) 得 
pi = Dunpwy ld) oD) pw DD 
是 下 下 上 


这 表明 py (站 w7! 及 只 依赖 于 了 及 六 与 上 事实 联合 后 知 pri 《D7 
只 依赖 于 了 及 了 ,从 而 可 定义 
HD = pita Ct> 0) 
(2) 显 然 成 立 ， : 
今 证 CT》 是 满足 (24) 的 转移 后 阵 ，I ta) 兰 0 明显 设 
i€ 1, HI C13) 


1 一 和 bi) = 全 > Dw 一 了 CD 
feEF 4 jEJ J 


DD= pi +t Nu! = >, pi pe CE uy 
EF 


= >, TnxCeoullry Ce) 
由 竣 F 


= >, TxC dT Ce) >， Ha = > NxCY Te C7) 
所 是 上 区 KK 


3 号 


A 


再 由 (142》 
lim HD) = im pi) wn ~ tit By C31) 
今 证 后. 注意 (297 对 一 切 站 也 成 立 ， 定 义 
HG) = Dpat), i€ F, JEC 
EJ 

29 化 为 27. 显然 Treo 守 0 

DN = Dp = Ppl 

J 了 ie jer 


NG tO pi + Ou = DD) palOpr (i) wr! 
二 


一 人 > 和 2 TixCs Oud te) = > TigCs OHxs C#) 


从 而 得 证 《26)。 由 pii CD 的 连续 镍 及 《27 知 也 在 0, so) 
上 连续 . 

反面 的 结论 只 需 直 接 验证 即 可 # 

《四 》 可 测 转 移 算 阵 的 另 一 重要 性 质 是 下 面 的 定理 4， 先 证 


引 理 1 设 (p;7) 为 可 测 转 移 盾 阵 , 如 1EF, 则 级 数 >) pj; (7) 
1 
在 任 一 闭 区 间 [0, T] 中 对 * 一 致 收效 于 1. 

证 ”要 用 到 Dini 关于 一 致 收敛 的 定理 设 级 数 了 》) wx, 一 
SC Ca 所 1 所 提 的 项 吉 (1) 之 0 而 且 连 续 ， 则 Slx) 连续 的 充 变 
条 件 是 此 级 数 在 [a 5] 中 一 致 收 敏 D 

定义 


Pitt) = 全 ,st>0 C32) 


iis 上 一 个 
由 《B) 及 (20), 如 ie 下 人 Pi( 芒 一 1 由 Dini 定理 ,2 PBC) 
在 [0; 了 ] 一 致 收 和 伍 , 从 而 之 ， pC) 亦 然 # 

引 理 2 设 (ps) 为 可 测 转移 矩阵 ， 


13 证 见 EE. CTitchmarsh! 说 数论 。 


中 40 « 


6 mje F, psylD = 0,C— 雪 ti> 0,1€E; 

Qi 如 jEF, 则 pj 好 之 0, 一切 1 完 0， 

《ii 如 对 某 wm 0, 有 pitzo) 这 0, 则 pi 之 0, 一切! 滨 
a, 


证 人 仆 即 (C239， 如 jE€F， 则 lim pi (并 gy 之 0, 故 对 任 
意 国 定 的 :> 0, 当 充分 大 时 ,有 py (车) > 05 及 而 由 (4)，(C) 


Pitr) > jw 全 上 > (33) 


BO 二 1 之 0. 下 证 Qi， 加 pitiD) 之 0 对 基 0 成 并 则 
jit 对 ?1 记 w; 由 CD 
Pi > prto)pi(i 0 

引 理 2 的 深化 是 定理 4. 

定理 4 可 测 转移 知 阵 的 每 一 元 pij;《 四 在 C0, 0) 上 或 恒 等 于 
0, 或 恒 大 于 0. 

证 先 设 iEF。 如 说 定理 结论 对 某 pi 不 正确 ， 则 必 存 在 
和 之 上 0 梧 : 


fat = 0, O01 pul je 
由 引 理 1, 存在 六， 使 


Dp) < 本 ， 一 切 0 过 1 所 24 《3 人 


i>N 
令 sro i/2N, 定义 
了 一 CR: pirCms) 0 了 一 1 2，- 
由 引 理 2 得 4s dwnns 令 忆 一 4 了 一 4 一 As 才 空 23， 
如 证 E Awm， 则 


0 一 Pio = 人 pa — 1 piaks) 


一 > pilCm— 1)9pnks) 


因此 
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pirCs) =0, MIEAdss REA, {35) 
今 证 8,.(1 守 mm 寺 2NY 非 空 而 且 豆 不 相交 , 否则 没 4 4 
对 某 mk1 乏 攻 之 2N) 成 立 ， 由 《35) 
paClm +t 1 = b>2 PiCms)pats) = 0, RE A, 


因此 4 一 4 重 算 下 去 得 4Amw 一 Adm， 一切 m' 守 m， 这 是 不 
可 能 的 ;因为 I€ Aw> 但 由 对 pi 的 假定 [LE di， 念 lm 人 2N; 
RE A nu Ess 35), 对 每 2 1， 


piaktn 十 I):) = (2 名 十 人 | 十 了 ) puCo pas) 
| 了 下 -dm 


FEBrm 


-( 5 士 之 ， Pritamsdpintsy 


于 让 4 i€ 
之 piattn + 了 < 他 Piikns) 十 名 Pilns) 
对 # 自 0 至 4N 一 1 求 和 ,得 
放 paC4Ne) SS > >) plns) {36) 


n=1 i EBm 


因 ? EE Avs 7 砚 不 属于 4 故 左 方 惜 至少 等 于 pf 一 e。 于 
是 


4m 
ce 发 pan), lm 人 eaN 


因为 集 B,………，Bzw 非 空 不 交 ， 故 其 中 至 少 存在 NN 个 集 与 集 
Cl 入) 不 相交 ,此 NN 个 集 之 和 记 为 互 ， 我 们 有 


Ne < 3 5 plns) (37) 
并 j 二 有 
得 另 方 三 ,由 (34) 
Dr < Dp) < 
人 之 ， pritns) Ne 


此 与 (37) 矛盾 . 二 是 定理 对 1 EF 得 证 . 


a ee ert meh rh ee nba rE opi i ed 


今 设 i 任意 而 且 对 时 有 AA1) 祈 0。 由 (C3 及 引 理 2Ci)， 
必 存 在 EF 使 


n>0 mm 的 > 


由 上 所 证 pw (二 ) > 0, 改 


pri i 2 pin 各) Pui (4) > 0 
重复 此 推 豫 知 pi (( 立 ) sa) 之 0 一切 4 一 1,2，…, 由 引 理 ? 


(ii 得 知 疡 ;的 在 (0 co) 上 恒 关 :上 日 和 
《五 )》 上 面 已 研究 了 PQ) 当 :一 0 十 时 的 极限 ,现在 来 研究 它 
当 ?一 oo 时 的 极限 ， . 
引 理 3 设 (六 为 可 测 转 移 矩 阵 ， 则 对 任意 i € FF 及 js, piy Cz) 
在 《0，co) 上 一 致 连续 . 
证 对 三 盖 0 有 
pitt + 下 一 if 一 之 paCAIpe tt) 一 putr) 


= DF) PAP CD 一 ef [1 — pial)] 
Fe 


吉方 二 项 外 非 贷 , 而 且 避 不 大 于 1 一 pyt8) 一 了) pil 让 , 均 
EE 


pt tt Do pit) | Sl pth) (38) 
注意 ,上 式 对 任意 (不 必 可 测 ? 转 移 阜 阵 成 立 。 
二 上 式 知 ,如 条 件 
im bii(#) —1 


满足 , 网 mn) 在 [0， 0》 上 一 到 连续 ,而且 这 一 致 竹 对 je 也 
成 立 . 

如 ie I, 《J 因 Thy 人 ) 竹 足 上面 条件 , 故 由 (25)。 知 四 (7 
在 《0， ce) 上 - 致 连续 (注意 C25) 只 对 :> 0 成立 ); 如 je FF， 出 
由 (23) 知 引 理 结论 仍 成 立 


= 


设 X = fsz 裕 0| 是 可 列 马 氏 链 ,以 (pi 为 转移 概率 矩阵 ， 
对 任意 之 0, 考虑 随机 变数 的 集合 
并 {xn 一 0 1 2 
它 是 一 个 具有 离散 参数 的 蕊 民 链 , 一 步 转移 概率 矩阵 为 {p 民 8 
在 步 风 为 fpiyCn#7}, 称 六 Xs 为 及 的 有 单位 为 的 离散 上 骨架 ,或 简称 
为 - 骨 架 ， 在 一 些 问题 中 ， 它 可 用 来 作为 研究 区 的 工具 ,如 下 定 
理 所 示 : 


定理 5 设 C2) 是 可 测 转 称 录 阵 ， 则 对 每 i, i & 百 , 存在 极限 
Hm pa 《一 vi (39) 
极限 矩 碎 了 一 《2 六 具有 性 质 (a), (b》, (ecY; 而 且 
P= VPG) = POYV, 0 之 0 性 意 》 C40) 
Di or 一 1， 机 v0 C41) 


证 ” 先 证 报 限 存 在 ,由 (23) 只 要 沽 眶 jE 了， 
设 iE ,由 引 理 20i) 知 ， 守 关于 总 而 言 有 周期 1, 故 由 离 
散 参 数 马 氏 链 的 极限 定理 
Hm pCnh) = wih) 《427 
存在 ,因而 对 = > 0, 存在 N, 当 #4, > 时 有 
[piCa) ~— pCmA)| 一 二 


由 引 理 3, po) 在 C0, 00》 上 一 致 连续 ， 地 存 在 4 之 0, 使 对 一 切 
清 足 | 一 于 委 丰 的 >>0,>0,， 有 


一 bnCD1< 二 
今 对 1 汪 0 定 义 正 整 闫 m， 使 | 一 m8) <8， 则 当 * 及 ”部 大 于 
CN 十 1 下 时 有 


[pw) 一 piilve ?| 近 [piCu) 一 prs 3a)| 
十 | 站 一 加; 这 器 下 | 十 | 本 才 本 7 一 所 所 的 | 


* 号 斗 = 


从 而 得 证 iEF 时 C39) 让 极 限 的 存在 . 

特别 ， 对 定理 3 中 的 CD)， 南 C24)，JTIkx(lDD 在 C0, cc) 上 
不 恒 为 0; 又 《C70) 出 (25) 可 测 ， 政 由 引 理 20Q) 及 刚才 所 证 知 极 
限 lim xy 《好 存在 。 

设 了 ,图 《27):，(〔〈26)， 存 在 极限 

lim pi;t#) = lim Hy CA wi 
一 >) MCs lim He CO) wi 
Tt -aa 

其 中 *>0 任意 , 


PV 显然 有 性 质 (a?， 由 (B) 及 Faton 引 理 得 (b)， 由 (0C》 及 
Faton 引 理 得 


vi DD, vnpuls) 
下 
对 ji 求 和 。》 wi 守 Dy vit >ipuko 一 Dvn， 故 上 式 应 取 等 
下 此 了 点 
式 而 得 
Wi > vinpaits) (43) 
二 


此 即 亚 一 FPC， 于 此 式 中 令 一 o， 并 主意 右 方 级 数 被 级 数 
>) v4 所 1 所 控制 , 即 号 了 一 请: 即 5C)?。 在 
是 


Pi 二 站 一 >) PigCs IPai CE) 
; 


中 令 1 一 00, 得 P= PLV， 最 后 ,5417 自 5202 得 到 # 
定理 6 设 (pi?) 是 可 测 转 移 和 矩阵 , 则 


lim 二 {ps (DAdr = vy (i, jE EE) (44) 
T= To 
其 中 wv 出 (39) 定义 ， 

证 由 (39 及 Li"Hespitale 求 汲 限 的 法 则 直接 推出 (C44) # 


二 二 


i 


$22 标准 转移 矩阵 的 可 微 竹 


《一 ) 设 (pi 为 齐 次 转移 和 矩阵 ,如 果 它 满足 条 件 
lm pr (DD) = Bs 人 FE 五 ) (1) 
就 称 它 为 标准 的 ;条 件 C1) 称 为 标准 性 条 件 . 

由 $2.1 定理 1 中 5? 知 : 标准 转移 矩阵 必 可 测 . 

从 概率 意义 上 看 , 标准 性 条 件 是 很 自然 的 。 它 表示 : 如 果 
很 小 ,那么 从 出发, 经 过 “时 后 仍 在 + 的 概率 接近 于 1 在 许多 
实际 问题 中 出 现 的 蕊 氏 链 大 都 满足 《1)， 另 方面 ,根据 $2.1(24)， 
(25) ,可 测 转 移 短 阵 的 基 些 性 质 可 以 通过 标准 转移 矩阵 来 研究 ( 例 
如 下 面 的 和 柔 1), 由 于 这 两 方面 的 原因 ， 标 准 转移 矩阵 是 研究 得 最 
多 ,理论 也 较 完 渍 的 一 种 转移 矩阵 

回忆 pC0) 一 656s 可 见 条 忻 C1) 等 价 于 ;CD 在 0 点 的 连续 


性 . 


显然 ,条 件 《12 还 等 价 于 

dm pa (2) = 1 (CEE) (2) 
以 后 工 总 者 示 [0, 00). 
定理 1 对 任意 转 称 短 了 泗 Cp;y), 下 烈 四 条 件 等 价 : 


1” 《ps2 是 标准 的 ; 


2” pii{ 科 在 了 上 一 致 连续 2, 而 且 这 一 致 性 对 7 也 成 立 ; 
3” piit?) 在 T 上 连续 ; 
4”《 训 六 可 测 , 台 百 关 于 它 的 按 $2.1 定理 3 的 分 解 
Em=FUIUIU-:…: (3) 
由，F 一 中 而 且 了 ,J 等 备 只 含 一 点 
证 1? 一 2*?。 这 在 证 明 §2.1 引 理 3 时 已 附带 汪 明 . 


2 一 3 : 显然 . 


3 一 4°; 由 过 续 性 得 可 测 性 ; 因 Pi 一 pit0) 一 1 人 一 


0 十 ,由 $2.1 引 理 2 GY 


知 下 一 吊 ， 又 由 同 节 (13) 知 了 只 含 一 元 ， 


1) 在 0 点 的 连续 姓 自然 应 理解 为 右 活 续 性 ， 


4 


4 ”一 1": 由 21 定 理 3 推出 ,参看 $216257 并 注意 那里 的 
Hj; == 1 ## 
《二 ) 试 研究 pj; (人 在 (0, 00) 中 的 可 微 性 . 
和 用 已 给 的 转移 矩阵 (piy)， 可 以 定义 一 族 把 序列 8 = (5)) 
变 为 序 齐 了 6 二 《LT,817) 的 变 找 了,, (# 演 0) 
点 一 了 二 | 
[7 上 1) 一 D) tip (2) 
内 可 《4) 由 级 数 对 一 切 i 收效， 
引 理 1 设 (pi) 为 标准 转移 矩 阵风 py C2) 在 某 区 间 [0, #1] 
中 其 有 有 界 变 莽 ,一 切 守 
证 ”只 对 pm?) 证 明 , 对 其 它 的 piy CQ) 之 证 状 仿 ?， 因 pw (2 
在 任 一 有 限 区 间 中 一 致 连续 , 故 只 要 证 朋 


一 。 。 
号 的 -人 
天 站 


二 


C4) 


和 0 


I 
其 中 上 界 对 与 正 整 数 六 无关 ; 于 是 pw tr) 在 [10, io] 中 的 变 差 也 不 
超过 对 ， 这 里 的 (> 0) 待定 ， 令 
Et 
区 1 一 (全 
T= TT, 和 了 人 
对 任 一 序列 v= (Cw), 以 vw” 表 一 新 序列 : 
vw 二 0, v= GL) 
今 定义 一 列 序列 v9 一 (v89, on), i 一 0 1 2 
ve (C1, 0,0,**:) 
vitD) ~ CTDY* 
好 v0 中 除 首 元 为 1 外 , 其 余 元 绒 为 0; 而 scr 中 之 首 元 为 0, 其 
祭 元 等 于 Te 之 对 应 元 。 以 下 之 证 分 成 四 步 
1” 先 证 


(5) 


1 对 gsk22 入 明了 时 ， 具 要 作 下 列 修 改 : 令 寻 二 0 村 二 由，G 天 下 区 9 市 


上 = 
zi 一 54f 每 等 


* 7 生 


me be 


Tree DY fie 6) 
三 自 
实际 上 , 当 : 二 1 时 此 式 显然 成 立 ， 今 设 它 对 茶 : 正确 而 欲 证 


Tg 二 S 天 C61) 
对 《6 观 方 施 以 变换 了 工 , 由 了 之 线 往 ,得 
Trtigtd) — 六 fi Te 62) 


分 别 著 感 其 分 量 ， 对 不 交 1 由 C61) 得 
[Tp] i bp3 foi[ To] 一 人 大 
让 一 从 i=0 


t+ 
= Df, Cv = 0 
i=0 


故 《61) 对 第 以 写 1 号 分 量 成 立 ， 今 海 虑 第 0 号 , 困 7 之 定义 ， 
易 见 


[Te+rzym] 一 pu (= 十 1 4) fn 


NM 
+ 二 
™ > foi , Cw 一 0。 1 六 1) 
| 


2 今 定 义 一 列 正 数 (8,): 
1 ro pf 
Po 1 记 i Pm (#) 
二 [Tv 中] 好 卫 s 中 之 首 元 ), i 守 1 
于 是 | 
pi 1 
(Two], pu (各 ) 一 1 
比较 (62) 双方 之 首 元 ,得 
fn = fT 十 Dj fast To 
= jl 一 Bo) 十 > 于 《77 


二 中 


和 


六 + 一 天 一 —fP 十 之 ， TiB: 
= fs 六 请 fsBo 十 >) Ch 一 108; 
i=1 i=1 
N-—1 N—1 1 
2 | 一 大 | < 二 | 六 8 一 1 


5 5 | fle (8) 


f=0 f=1 


但 最 后 一 项 等 于 
2 包 fi 一 lB 委 之 ， (i; > 六 一 和 


中 一 工 


一 9 ii; XD i 一 fnl) (C9) 
由 C8), (9) 得 . 


NWN-—1 了 一 1 
十 ,一 于 10 
(2 3 | fr |) C10) 
田 &17?， 可 取 to 0， 使 
pal?) > Ct En) (11) 
下 面 证 明 
N-—1 | 1 N-1 了 1 
>) Bi 5 |i Dp — te| 二 本 
t=1 了 一 和 i=1 - 
于 是 由 (10) 得 
N--1 
2 | 一 于 | <1 (11.) 
从 而 引 理 1 得 以 证 明 . 


上 mm-1 
3° 令 | 可 一 la. 为 证 了 之; ijf; << 坟 ,注意 
ie 人 OD i 三 1 


2 
Ty oo Co, vf, IP 名) 


(Sop (), Dfipi (名), ~ ) 


ptD = [Ty]* 一 (。， Doipa (各 ), Einpa( ss), .. - 


其 中 开 表 2， 注意 周一 0G1)， 改 


- 


1e+rDj 一 >, 了 >， 2 内 (各 ) 一 


KR=1 了 一 圭 


= |/9| — Dwrpn (2) = le) 一色 


了 一 1 N 
p= en 1) C112) 
N—1 N~1 N 
人 | 条 一 人 [os 一 oo < eo C12) 
i=1 El i=1 


N 
其 次 , 册 (6) ,TN 一 十 六 加 -amD， 因 17rsw| 一 1 故 
i=1 


MN | 1 
Dtvsle®)| 一 工 一 太一 1 一 PooCto) 地 
i=1 . 


Ni 


又 由 (C11), 每 和 -一 如 ( 习 二 > 二， 故 下 上 式 得 


Nm 入 
TO en < Do)| < 天 二 
2 1m=1 f 三 二 4 
Nm 1 ， 
> 0| 声 一 C12.) 
i 2 


和 一 上 
由 此 及 (12) 即 得 证 2 i 天 二 


4? 因 |s| 一 > Pox (各 ) 一 1 pu 名) 一 反 , 故 由 《II 


Kel 


* 50 » 


— Tal ig Don len! 


= | 29| + on = lee) 


因此 ， 
bl 3 -2 eol < > < 


引 理 2 设 (Co 为 标准 转移 矩阵 , 则 pist2D 在 [0: i] 中 具有 
有 界 变 莽 , 二 与 引 理 1 中 的 相同 . 
证 仍 对 :一 0 证 ,由 《62 我 们 有 


1 十 1 
Thy Ty 一 之 (Fa 一 大 一 六 vy (fa 一 0) 


一 1 -1 sl 
> | TH 一 开拓 5 5 Ho — 0?| 
了 吓人 =0 f=0 


<> 5 | Cer ™ Edd 
利用 《1iD， 并 注意 天 一 了 ;一 工 凡 及 (12), 得 
5 | 工 ?+1o0 于 | Ee Ss | 2 < 4 C13) 


然而 贝 定义 


Ty C1, 0,0,-.*) P( 委 ) 


(二 (全 
5 


pr (人 一 本 二 a)| 么 4， (13) 


定理 2 标准 转移 矩阵 中 每 一 元 六 (0 在 《0 ce7 中 都 有 有 穷 
的 连续 导数 pii(D ,而且 满足 方程 


ps tO= DP, GO 0 i jE EY (14) 
Lk) 


破 (i3) 表示 


。 5 


又 > Ip (| 有 穷 之 只, 而 且 对 :不 上 和 天. 


证 ” 仍 对 i 二 0 证 ,由 引 理 2，pvi (2 在 [0, 4] 中 其 有 有 界 
变 差 .因而 在 [9, wo] 中 几乎 处 处 有 有 穷 导 数 ， 由 寺 了 属于 可 列 
集 ， 故 对 竺 意 9 > 0， 总 存在 4 0 过 二 世 min 《7，4)， 使 一 团 
Po (六 在 吉 有 有 穷 导数 ， 凡 下 分 威 三 步 . 

1? 先 证 : 对 任意 8 > 0， 在 在 正 整 数 帮 。 使 对 一 切 me, 0 < 


二 
一 ?有 


| port#s) 一 pei 十 oo | 
之 | t < 《157 
事实 上 , 对 已 给 的 0 <a 之 各 ,可 取 Ee ( 生 ,4 ) 及 正 偶数 N。 使 
Ag < 扫 然后 以 而 代替 上 来 定 尽 工 及 由， 定义 方法 仿 引 理 ! 
之 证 ， 
由 $2,1 引 理 1, 对 0<a<< 字 生地， 存在 名 使 
D>) po; 之 el， 一 切 1 芝 包 C15,) 
jk, 


记 1vi = 全 ,|2i 。 我 们 有 
jp 


Ed bd N 
> 
iel 3 i 


Fo) jek jk i=1 
4 N 
叶 一 Ds [由 (10] 一 
3 jh 70 
一 土 > po E 由 (6)] < 28 
3 jh 


完全 仿 (13) 之 证 有 
Ny 了 一 1 本 十 工 
Eee oS os te 


一 ! 芷 ， 


村 了 * 


DE 


N 
< 2 Nim fd ea 


<2 5 ol < 8 


i=1 
由 此 即 有 
Nl1 = 
5 Fplls + 1]0) — pulso)| 到 46 (16) 
f=1 ?= 


于 是 至 少 有 六 个 整数 ;, 使 


YaKL 二 Ha — po Cso)| 一 -全 (17) 
六 

并 且 四 (13) 可 也 ,对 其 中 之 一 ,如 ” ;有 

上 | 

和 pr + 1]0) — poilr0)| < (18) 
i=0 

今 对 正 数 8; < 二 "生字 ,存在 之 如 使 
Dp) 去 8 一 茹 1 世 二 及 i 挝 记 C19) 
j 一 世 


于 是 
之 [poCh) 一 pot 十 oy 


< > |poiCroe) 一 poik[rz + 1je) | 区 at 一 re) 


SH FD jpiGra) — pallr + 1]0) | pn — re) 


无 了 一 是 1 十 了 
是 
十 之 


二 和 了 


;mr 一 pok[r 十 11e) | pintt 一 re) 


而 方 第 一 项 由 《177 小 于 -2 又 由 C18) 


a DF a 


a 


十 
>), [poC ra) 一 poikEr 于 To | 一 全 
j=0 N 


再 利用 C19), 即 知 右 方 第 二 项 世 小 于 ea. 因此 


bp3 [Po 一 paiGa + 0)| 之 368 十 B62) -ae 
全 让 Na 2Ne 
回忆 六 WN 以 及 4 达 241, 即 得 证 《15). 

2? 对 尾音 志 记 0,c 六 0, 有 


po + ft) 一 eic 十 让 二 0) 3 prs) — Poet-2) pan) 


下 二 0 


而 《15), 当 s -> 0+ 时 ,有 
pa 十 区 一 > pi py) C20) 
其 中 六 表 pw (DD 的 右 导 数 , 和 《153 还 知 
> pat)] < oo G21) 


硕 可 在 C2 中 中 求 和 号 下 对 5 取 极 限 ， 回 忆 io) 对 二 计 0 连续 ， 
礁 由 习 知 站 (aa 十 和 是 二 的 连续 函数 。 利用 下 事实 9?; 一 连续 
函数 如 有 连续 的 右 导 数 , 风 必 有 导数 :而且 导 数 与 右 导 数 一 致 。 故 

由 《2 们 得 
boii 十 二) 一 >， PorCt1) pa fa) (22) 

下 = 和 
由 于 祈 9 可 任意 小 ,这 表示 psy (7? 在 0， co) 中 存在 , 有 穷 而 且 
对 任意 的 :> 0 > 0, 总 可 找到 二 过 + 使 27 成立， 于 是 
piifz 十 想必 十 [一 丰 十 对 ?7 


一 2, porCi) pets 一 三 十 入 
k=0 


12 证 见 王 桩 起, [1], $4.3, 13。 


» 5 


EE eh te 


2 


= 之 : xf 之 priks 一 npr; {2) 


co 


一 之 ts) pr C2) C23) 


此 得 证 (147. 
3? 对 1 之 0, 取 坟 之 + 使 满足 (21)， 由 (1 


p50) 一 > pi 一 加 
Tp ET pa <o CG>0) (24) 
了 一 二 殖 几 


仿 (24) 之 证 即 知 2 [po C1 对 zz 不 上 天 。 


我 们 虽然 证 明了 pi) 在 《0,0%%0) 中 的 有 穷 性 及 连续 性 ,但 在 

f 二 0 却 未 必 加 此 ,可 能 
pit0) 二 一 co, 但 limpaW) 关 一 o9 

甚至 lim pri (站 一 0， 详 风 G. Smith [1]. 

系 1 设 (Cp) 为 可 测 转 移 插 阵 ,又 

lim pu (Dem 0 GEE) (25) 

刚 每 个 pj (在 C0, 9) 中 有 连续 有 穷 导数 ， 

证 ”利用 $2.1 定 表 3 并 采用 那里 的 符号 ,由 《25) 知 下 一 中 
根据 


Psi C1) = Tr CF a (26) 

及 (CD07) 的 标准 性, 0 一 本 委 1), 并 的 (人 一 wj 具有 所 需 的 
性 质 8 

系 2 没 Cpii) 为 标准 转移 算 阵 , 则 

lamp 人 一 0 (i, jE) 

证 在 (14) 中 , 轿 定 *> 0 而 令 *- co. 由 于 了 bi(D]< 
oo ， 赦 可 在 求 和 号 下 取 级 限 ; 由 $ 2.1 定理 5 可 见 存在 极限 6 一 
lim pi CD, 如 说 Bai > 0， 则 存在 常数 c > 0, 使 对 Y 之 ry 有 有 


. BS. 


1 + 3 
pi < pits) < Bi 
敬 由 os 在 (0,06) 的 连续 性 得 
广 Bi — oe) pl) ~ puke) 


~ | p94 < 3 os — 0) 
于 是 fimpy(#) 一 oo 而 与 0 < pn() 扎 工 矛盾 , 故 5 不 可 能 大 于 


0。 类 似 可 证 它 也 不 能 小 于 0. 故 末 一 0 9 
《三 ) 密度 矩阵 ”现在 来 研究 pi;j 的 在 0 虑 的 导数 。 同 亿 


pit0) = 6&,. 
定理 3 设 Cpii) 为 标准 转移 短 阵 , 则 看 在 极限 C5 能 无 穷 ) 
0 电 Jim PE = pu(0) E&I C27) 
证 由 52.1, 引 理 2 及 标准 性 
pi (>0 Cr [3 Ty C28) 
故 鹃 数 
下 一 一 1og pi (#) 《297 


对 一 切 * 产 0 有 定义 , 非 负 有 穷 , 而 用 由 于 
pits 十 DP pci) ps CO 
有 
f+ HT C30) 
对 2 之 0, 疡 0, 取 #* 使 1 一 nh 十 650 所 5 之 为, 由 (30) 
1 2) 。 xz 人 | He nh 1(8) fe) 
下 zf 上 2 思 所 


令 4 一 0 则 呈 一 1 Ke) 一 一 gpaCe) 一 0, 故 
1 < lim £2 
及 二 9 二 


Em iC8) < sup i < Em {2 
有 TD 下 0 天 


Fi 十 -一 自 


-56 。 


一 


mit 


tH. 


亿 而 得 知 在 在 极限 
lim LU fi = sup 1 


下 -0 十 四 1 


由 (29), C31》 


1 一 pr 人 一 工 二 < HD 


( 0+) 
故 得 证 pi (在 0 的 导数 pi:C0) 存在 , 而 且 
0 p= 
其 中 名 由 (31) 定 义 点 
定理 4 设 (# 门 为 标准 矩阵 , 则 存在 有 穷 极 限 


0 < lim BD ga GF) 


于 二 和 十 


而 且 
< Dm 0 ， Ci€ E) 


证 对 正 数 6 < 地， 由 C2) 存在 8 > 0, 使 
patlD > le pilD>1—e, GDH) 
造 函 数列 
ACHY ee 区 7 | 
Puttt + A = 之 birCIRI Pra CA) 


{31) 


(32) 


(C33) 


(34) 


(35) 


{36) 


于 是 iP: AC 十 1)8) 是 自 i 出 发 ， 于 再 24, ~ i 不 在 fs 但 于 


Ci 十 Ti 时 在 和 的 概率 ; 亦 即 等 于 
PiCxrns = f» #4 一 工 os ~ > 
其 中 {x 之 0) 是 以 《p61) 为 转移 矩阵 的 马 氏 链 ,因而 


fH 一 


Po 人 一 DY piCiAD pi Cm 一 NB) 十 prCmA) 


(C37) 


对 已 给 的 4 及 必 < 的 ,4 性 取 一 | 攻 |， 妈 +" 为 不 起 过 二 的 


» 所 


最 大 整数 , 则 由 (37) 可 得 下 二 不 等 式 : 
puCnky) > » pu — DC 一 BC 的 
1=1 


> Puih) < 
实际 上 ,在 (37) 中 取 记 一 记 m 一 4 得 
pi 有 一 DY pil lh pa Cn — 1) 
既然 和 
故 


prr Ch) > ft 一 DA) pth) 
pitnh) > 2 Pati — DapiChpit Cn — 1h) 
1=1 


2 bi CO — DPA — a) 
此 即 (38). 再 由 (40), 并 注意 m8 所 5, ij 得 
s> pa {1 — sD ph) 


由 此 得 (39》， 
今 在 (37)? 中 令 8 呈 和 天 扫 # 利用 (39) 得 


了 一 了 


1— Ee < pm ee DD) pC 4 putm) 
i=1 


过 -一 二 十 让 

一 8 

因而 

了 二 
1—e 


ipiCmby > 
以 它 代 入 (38) 得 
Pr = > 一 CN 


1 一 3 一 - -二 4 3 


。 5B 。 


TN ht a et 


(38) 


{39) 


C40) 


省 天 一 0 十 有 时， 址 一 芒 降 然 六 ( 执 对 三 连 续 , 故 
0 > P42 41) 


1 一 3E i 入 0 十 


lim pr = Em ES Pra 
下 


1 — 3E Fi+ 证 
再 令 e 一 0 十 ， 即 得 证 存在 极限 4 一 Jim 名 < 他 之 0; 由 C41) 知 
gj < oo 在 下 式 


pii (C7) 一 1 — p 
多 


日 
中 , 令 z->0 十 并 利用 Fatou 引 理 , 即 得 434274 
记 gi = pat 一 一 他。 称 托 阵 
= (qi) {423 
为 《pi 的 密度 矩阵 , qz 是 pi;( 态 在 0 点 的 ( 右 ) 导 数 , 9 一 p70)， 
如 果 马 氏 链 区 一 {x:, # 之 0} 的 转移 概率 起 阵 是 (pi;)、。 我 们 也 说 
如 是 XX 的 密度 矩阵 、 在 实际 问题 中 ,往往 比 (pi7) 更 容易 求 到 ， 
因为 中 只 决定 于 Cpiy) 在 任意 短 的 时 则 区 间 [9, 8)》 中 的 值 , 
(四) 密度 矩阵 的 概率 意义 ， 设 六 二 {z， 之 中 是 以 (pi) 
为 转移 枢 率 矩阵 的 蕊 氏 链 ,我 们 有 
引 理 3 设 (pj) 标准 , 则 X 是 右 随 机 连续 的 . 
证 对 : 瘀 0 全 0, 由 齐 次 性 及 标准 性 
Peitxs 玫 wet) 一 Po, (xo 入 xD 
= — p20 《4 一 0 《437 


故 对 任意 E 之 0， 
PO — ss > 8) < Px, # xrs) 


一 Sy Px 一 Pi 玉 Xta) — 0, Ch 一” On 


出 于 XX 右 随 机 连续 , 故 根据 § 1.2《 三 ), 可 以 假定 天 是 完全 可 
分 的 过 程 ,本 节 以 后 恒 如 此 奶 定 ， 
定理 5 对 性 意 s 守 0, i€ E, 有 
Pxin Ei 和 有 站 安利 一 中 (44) 


" S99 * 


证 ” 册 齐 次 福 只 要 对 一 4 证明. 根据 完全 可 分 性 及 531) 
Pri 0Eu) = limP(rawe — i 0 EOE") 


-mn 


f 
log piil 5 
ml) 。 py 。 2 
2 
击 定 理 5 可 见 , 如 qi 一 0, 则 质点 自主 出 发 ,以 概率 工 永 远 停 
留 在 1; 如 一 9， 则 自 六 出 发 立即 离开 i 停 程 的 时 间 不 构成 任 
何 一 区 间 ; 如 0 达 gq 二 0, 则 自 # 出 发 , 在 i 昼 留 一 段 时 间 然 后 
离开 , 这 段 时 间 的 长 有 参数 为 9 的 指数 分 布 。 由 于 这 些 原因 , 我 
们 称 i 为 吸引 状态 ,如 gq: 一 0; 为 本 时 状态 ,如 人 一 冲 ;为 胆 留 状 
态 : 如 和 < gi 二 9, 
可 把 (447 换 一 种 写法 : 定义 


TC0) = intCr wl) 天 Co 《457 


由 可 分 性 知 rtw? 是 随机 变数 , 取 值 于 [0, ce]( 如 《45) 而 方 二 集 
空 ,就 令 z 一 so)， 直观 上 可 理解 zCw) 为 离开 开始 状态 的 时 刻 ， 
也 就 是 停留 本 开始 状态 的 时 间 长 ， 由 《447 可 得 


— limexp = eitye 
健一 加 


Plr 1) < 、 《456 
Er 一 二 (473 
四 


设 了 Cn ， (i 之 咏 是 任意 实 值 函 数 , 称 : 是 它 的 跳跃 点 ,和 如果 
存在 2 六 0, 合 fo CG 一 EID 1 ec, C1 
7 十 7， 而且 cc。 称 1(0) 在 [0, 7 是 跳跃 函数 , 如果 在 任意 
[0, wj 中 ,和 cy 的 9 只 有 有 旁 多 个 不 连续 所 60 三 
二 ss < g， 它 们 者 是 跳 攻 点 ， 而 县 在 任 一 [s，s+D 中 恒 等 于 一 常 
数 c;,， C5 = 一 01. 在 [0, ce) 中 的 跳跃 隙 数 简称 为 跳跃 函数 . 

定理 6 设 X 起 Bore 可 测 过 程 ， 又 0 雪人 入 所 名 。 有 二 6， 


es 0 。 


和 


1 1 RM 
Ci) PAX 在 [0, wx) 中 有 第 一 个 不 连续 点 rCw); 而 且 它 是 
跳 族 点 ;xz 十 0) 一 太一 虐 一 生生 48) 


Ci) PAX 在 10, 00) 中 有 第 一 个 不 连续 点 rtw); 而 且 它 是 
跳跃 点 ; xz 十 的 一 轨 一 全 《497 
证 任 取 8 之 0, 定义 w- 集 
w: 存在 整数 v, 2 < v 二 2"， 
， v1 
rs 如 0 


¥en) 一 


Dg = 


如 果 ni < 2 < a 及 mE Des tw Da 则 当 #4 充分 大 时 ， 有 
吉 亡 Dns 袁 - 


ba Bd 
Ds = \ UJ Ds 一 U 六 Dag 一 lim Dp 


友 三 1 及 三 碟 二 1 了 m 王 电 
当 8 习 0 时 , Ds 不 下 降 , 故 可 定义 
= limDs — limD3 — [JJ Ds C50) 


A 
第 二 等 号 表示 六 可 测 , 出 定理 5 及 4 得 
3 -i i 
(CD, 一 i et 
PiCDos) 和 2° 所 (已 


5 本 香雪 
e 2 -一 ea pii { 2 —gj8 
于 ) 和 
1 —e - 27 
E 
2 


?十 站 表 lm x 


» 看 1 ee 


一 “人 


Fr 
epD) (p> C51) 
di 


qiic 一 PCD (n> %) 


然而 当 wm ED 时 ， 必 存在 某 工 一 区 6 09 < 工 扫 6 使 在 [0 
中 ，、xw) 反 : 而且 在 基 一 以 了 为 左 端 点 的 区 闻 中 ，xfoy7 恒 等 
于 j 由 此 推 知 DD 就 是 (48) 左 方 括号 中 的 o- 集 ， 政 《48) 得 证 在 
(48) 中 令 a 一 00 即 得 (C49) 8 
注 1 由 C46) 知 对 任 一 常数 +1, 严 人 一 筷 一 0， 故 不 影响 过 程 
的 有 穷 维 联合 分 布 及 转移 科 率 ,可 假定 夭 在 z 布 连续 , 这 时 (48)， 
《492 中 的 xCT 十 09 可 换 为 x(7); 以 后 永远 如 此 概 定 。 
《五 ?《9i 的 有 界 性 条 件 ， 由 《46), (47) 可 见 ，g; 的 大 小 关 
系 到 质点 的 转移 速度 , 即 4 越 大 , 则 停留 在 ;的 时 间 越 得, 内 而 转 
移 越 快 ; 反之 则 转移 和 锡 ， 如 果 (9q;) 有 界 ; 即 存在 常数 c, 使 gi < 
《一 切身 时 ,以 后 会 看 到 ,这 时 在 任 一 有 限 区 间 [0, a] 中 , 以 概率 
工具 有 有 穷 多 个 鸭 跃 点 ， 因 而 过 程 和 的 样 木 国 数 以 概率 1 是 距 唉 
阔 数 ， 直 观 地 说 ,《(46),《49) 表 示 ; 《91) 决定 转移 速度 ,而 《917141) 
则 决定 在 贞 跃 点 的 转移 概率 , i 产 记 
给 出 (qi;) 有 界 的 一 个 完 要 条 件 ; 
定理 了 7 《si 有 界 的 充 要 条 性 是 条 件 (2) 对 i 一 臻 成立， 这 时 
7 也 对 #5 一 孝 成 立 . 
证 得 (29), C531) 得 
py) eS ee G1) 
区 如 Cei) 有 上 界 为 ¢ 宇 0, 则 
Pi ee Tpil) le 
对 6 > 090, 存在 BB 六 0) 使 1 一 ce 之 8,0 之 1 之 ,天 
1 一 后 (二 BE — 人 Wi, 0<tB C52) 
得 证 (2) 对 + 的 一 致 人 性 ， 
友之 , 设 5527 成 立 。 对 任意 -一 组 常数 0 = 之 TT 之 
一 五 ,定义 
着 


机 >， 
p Pir PiCxe, = i, j= 0, 1, = 4), nv 守 1 


则 
1 一 8 < 委 pi BY = pi 
得 一 卫 
十 DP) pipiren — TPB 一 TD 
v=0 jt : 
六 一 2 了 2 
< op 十 日 > >) pupiiC Tt 一 了 
v0 jf 
pi + E[l — pi;] 
因而 


《1 一 elo pa] El piB)SEE (53) 
在 以 (pi;) 为 转移 概 率 矩 阵 的 马 氏 链 中 取 一 完全 可 分 的 修正 X, 由 


《53) 及 (44) 得 
《1 — efl— eB] SOA1l— ptB)SEE C54) 


, 由 上 式 得 e-? 小 实 > 故 Cq:) 有 界 . 


取 s 一 


wj 


最 后 , 当 8B 充分 小 时 ， 昌 《51》 及 (54) 得 
半生 < 
和 Ke 有 上 界 <， 则 由 上 式 经 简单 计算 后 得 
了 荆 一 peak) ,|e Bp 
B ’ 2 
这 得 证 (27) 对 : 的 一 致 性 失 , | 
注 2 如 EE 只 含有 窍 多 个 状态 ; 则 (27 对 i 一 至 成 立 , 只 要 标 
Wie 人 
设 《p 门 为 广 转移 窍 陈 ,如果 它 是 标准 的 , 即 如 
pat —1 (C10,iE E) C55) 
引进 附加 状态 < 后 可 化 它 为 标准 转移 生 阵 ， 因 而 可 利用 本 节 的 结 
果 ， 例 如 可 证 pri (2 存在 并 于 (0,， 0) 连续 等 等 。 


ee 看 了" 


a 


.$2.3 向 前 与 向 后 微分 方程 组 
(一 》 设 (ps? 是 标准 转移 和 矩阵 ,有 密度 短 阵 为 
0 = (9 qi 一 lim Pa 6 C1) 


+ t 


对 z 污 0, 交 之 0, 有? 
piltt bh) pilt) _ puth)— 1 pitt) 十 人， 了 和 (1 pri Ct) 
# 在 AT 站 


《2 
证 一 fp pit#)—1 
prik 】 
+ D7 peCD Pu G3) 
ep 
以 下 总 设 
qi= qi (CitE) C4 
令 h>0 得 
Pitt) 2 gpl + >, grabai Ct) (C5) 
由 天 
7 2 CO—pitt) gi 十 2) Bra CL) 8s (6) 
ke 


如 果 上 二 式 取 等 号 ,我 们 就 得 到 了 两 组 线性 册 分 方程 ,分 别称 为 向 后 
和 向 前 方程 ,它们 是 Konmoropos 得 到 的 . 故 也 称 为 Konmoropos 
《 柯 氏 ?方程 ， 以 (CD 表 算 阵 Cpi; Cr)， 可 把 它们 写成 奶 阵 方程 : 
对 2 之 0， 


PQ 一 0P (2 《向 后 方程 组 》 (7) 
P (5 一 PUB (向 前 方程 组 》 C8) 


对 一 般 的 标准 转移 矩阵 。 即 盒 一 切 9; 过 也 末 必 满足 (7) 或 
C8)。 下 面 分 别 讨论 C7) 及 (8) 成 立 的 充 要 条 件 。 
引 理 1 设 3 引 一 %, 则 


1) 在 $2.2 定理 2 中 已 证 明 piit2) 存在 , 克 只 要 考虑 pi 所 的 右 导 数 ， 


» 4 a. 


2 lpitD | 2g C0) C9) 


证 由 52.2(31) 及 其 下 一 式 
1 1 1 ef) 2D) 
h C1 一 pCh)) C1 一 7 所 > C10) 
At tt = [ptt t+ 2) pat ls, C0, s > 0), 
得 
6 二) 让 £40 = Piitt) 宇 —gpi CF) 
对 jE€ A4tCCEY 求 和 ,得 


D7 s,s +) > —g 《11) 
了 Ed 


另 方面 , 由 > Grit 十 5) 一 0， 知 


2, Bty tf 十 让 一 一 2, Bt 十 57 人 
?ed jE 


在 411 及 上 式 中 取 4 一 GafKt 二 十 人 空 0), 即 知 
2 lk + i = 2 Hilt t+ 


一 >, BCt, it 十 sy) 2g 
iE4 


令 :一 0 便 得 证 C9) # 


称 密 度 托 阵 9 为 保守 的 ,如 果 
Di no GeF) (12) 


以 下 设 针 二 fx 关中 是 以 (po 为 转移 概率 矩阵 的 完全 可 
分 的 马 开 链 ， 

定理 1 设 g 二 %Cit E), 则 下 列 三 条 件 等 价 : 

1” 向 后 方程 组 (7) 成立; 

2” 和 密度 矩阵 口 保守 ; 

3” 对 任意 问 定 的 写 0, 几乎 一 切 样 本 函数 上 其 有 性 质 : 或 者 


» 5 


xz 在 [am，9%o7 中 便 等 于 一 常数 "; 或 着 x 在 [nm，co) 中 有 不 连续 
点 ;那么 这 时 必 有 第 一 个 不 连续 点 ,而 且 它 是 一 由 路 点 . 
证 1 一 2%: 改写 C7) 为 
Pi = ps) FT anpu Gt), Ci, jEE) (C3) 
四 乱世 


对 7 求 和 并 利用 > piitt) 一 1s 得 


DPD = gi 2) qn C14) 
j 卡子 
两 边 对 : 自 0 积分 到 ;, 得 
f b3 pi | dt = gst D) ie C15) 
0 } 下 下 并 
出 引 理 1 访 Fubini 定理 
| | pC |at = 2 | pri) 一 >， Bi 一 工 一 和 
出 此 太 《15) 即 得 8 的 保守 性 . 
2° 一 39 由 竟 次 性 只 村 考 旧 一 上 4， 如 果 5g 二 8, 则 是 唆 
引 状 态 ， 故 zx; 在 [9, 00) 中 似 P; 概率 1 恒 等 于 常数 . 如 gq; > 0， 
则 由 人 及 $2.2《49) 式 ,以 Pi 构 素 3， + 在 [0, co) 有 
3°- > 1°: 证 x 一 让 于 和 十 上 时 转移 到 ? 的 方式 至 少 有 了 两 
种 : 一 是 在 [; 十 二 中 没有 不 连续 点 而 转移 到 ;7， 发 生 这 种 转 
称 的 概率 为 6c “7 《 套 看 52.2544)); 二 是 在 [am 加 十 2] 中 有 不 
连续 点 ,而 生存 在 第 一 个 , 它 是 一 踊跃 点 ,发 生 这 种 转移 的 概率 是 


Dh gp 


[| 


国 才 
pi CA 这 >, 人 eng ps Yds 十 Be it C15Y) 
是 再 
而 二 边 之 差 
1) 此 常数 可 六 职 于 尼 。 
» 


brit#) — > 人 eg pa ) ds 一 Brie™ (17) 


Pe 
则 是 发 生 其 它 析 转移 的 概率 ; 然而 在 假定 3° 下 ， 后 一 概率 为 0 。 
责 4172 中 值 为 0 而 《16) 取 等 号 ;从 而 


[ 
Pitt) = > 人 ED 十 Bre 《182 
Ai 


在 此 式 由 对 上 求 导数 即 得 C13》 &% 

定理 2 设 g; <ooGeE), 则 向 前 方程 组 (8) 成立 的 充 晓 条 
件 是 :对 桂 意 固 定 的 四 > 9, 几乎 一 切 样本 画 数 x 在 19,4] 中 或 
者 恒 等 于 一 常数 ; 或 者 在 [0, 4) 中 有 不 连续 点 , 那么 这 时 必 有 最 
后 一 个 不 连续 点 :而且 它 是 一 杯 跃 点 

证 “利用 定理 1, 3* -> 1° 由 同样 的 想法 。 不 过 要 把 最 后 的 不 
连续 点 代替 那里 的 第 一 个 不 连续 点 . 设 0 一 所 二 六 而 且 和 一 六 要 
在 所 时 转移 到 /至少 有 两 种 方式 ， 一 是 于 时 到 i， 然后 在 [4， 
二] 中 不 发 生 转 移 〈 即 无 不 连续 点 》 而 于 二 时 到 7， 对 应 的 概率 是 
站 De 三 是 在 [41,22] 中 有 不 连续 点 ， 而 且 有 最 后 一 个 ， 
它 还 是 晃 跃 点 ,经 此 次 永 峰 后 来 到 7， 对 应 的 概率 是 


之 。 全 pra CI gaie itds 
二 -六 了 上 


因此 | 
pi) Ae > pradaue ea 9) 
不 


显然 定理 中 所 述 的 充 村 条 件 等 价 于 19) 式 取 等 号 。 以 在 一 雇 除 
(C19) 两 边 , 并 令 握 及 二 都 趋 于 上 即 得 


pi pg Dpadg CQ0 
中 入 3 


由 于 《203 中 取 等 号 等 价 于 (19) 中 取 等 号 , 故 得 所 欲 证 # 

二》 关 填 过 程 . 柯 氏 方程 7), (3) 的 意义 ,自然 不 在 于 去 
验证 已 给 的 Cpt2D7 满 (站 或 《8)， 而 是 在 于 当 已 知 台 时 , 可 通 
过 解 《72 或 《8) 而 求 出 转 称 答 阵 Cpi;() 2， 上 面 已 经 看 到 ， 在 实 
际 同 题 中 , 0 往往 比 Cp ) 容易 求 到 . 


六 此 。 咎 然 地 提出 反面 的 问题 ， 设 局 给 矩 丈 站 一 (Co i 
jE FEF, 满足 条 件 
Omi; Dg gi C21) 
天】 


试 求 向 后 方程 组 C7) 的 标准 转移 函数 解 ( 或 标准 广 转 称 函 数 解 ), 亦 
妈 求 <7) 的 满足 $2.1 中 条 件 CA)， (CBD, CC》, (DY 及 标准 入 条 件 
的 解 (或 满足 CA), (BD); 3) 加 (9 去 1，(C7。(D) 及 标准 性 条 
件 的 解 )， 注 意 , 用 微分 方程 的 话说 , <D) 是 开始 条 件 。 对 | 向 剖 方 
程 8), 同样 也 可 提出 类 亿 的 问题 . 
这 样 的 解 是 否 存在 ? 是否 队 一 2 如 不 队 一 ， 如 柯 求 出 全 部 这 
样 的 解 ? 
前 两 个 问题 容易 解决 ,下 面 就 来 叙述 ;但 求全 部 和 解 的 向 题 迄 今 
还 霖 完全 解决 , 症 第 六 音 中 将 对 一 -类 特殊 的 日 米 计 论 此 问题 . 
方程 组 (7) 的 求解 疗 题 与 98 过 程 的 构造 问题 等 价 ， 这 可 如 下 
说 明 . 
设 已 给 满足 (21) 的 矩阵 9 一 (gj;)， 加 果 转 移 短 阵 《或 广 转 
移 和 矩 曙 7 Cpiiy 与 吕 有 下 列 关 系 : 
lim i gy (i jE EY (22) 


就 称 《psi) 为 她 转移 矩阵 (或 过 广 转移 矩阵 )， 以 9 转移 矩 阵 Cp;) 
为 转移 概率 的 马 氏 链 XX 二 {zr 之 0 称 为 邓 过 程 ， 

注意 ,满足 422) 的 《pr 可 能 不 唯一 ,因此 , 台 转 移 征 阵 ( 因 之 
吕 过 程 7 一 般 不 唯一 , 即 不 为 台所 唯一 决定 ， 

邵 果 把 具有 和 祖 同 的 Cp 的 日 过 程 等 同 起 来 , 就 是 说 , 如 果 两 
个 马 氏 链 X,, X; 具有 相同 的 Cpi;)， 那 么 就 把 X,,X, 看 成 是 同一 
马 氏 链 而 不 加 区 别 , 则 名 转移 矩阵 与 过程 是 一 一 对 应 的 。 于 是 
一 个 蝇 过 程 就 是 指 一 个 口 转 称 短 阵 CPi). 

下 定理 圾 示 ， 吕 转移 年 阵 与 向 后 方程 组 《72 的 转移 奸 阵 解 世 
是 一 一 对 应 的 。 这 样 一 来 ,上 面 对 方 程 组 47) 提出 的 三 个 问题 就 
分 别 等 价 于 下 列 关 于 史 过 程 的 三 个 问题 : 满足 (222) 的 如 过 程 是 特 


存在 ? 是 否 唯 一 2 如 不 唯一 ;如何 构造 出 全 部 过程? 

定理 3 设 已 给 满足 (21) 的 矩阵 9 ， 则 标准 转移 矩阵 《pb 
是 转移 矩阵 的 充 要 条 件 是 它 满足 向 后 方程 组 (7). 

证 设 Cp) 满足 (22); 由 于 8 满 是 C21), 根据 定理 1 中 1°， 
2° 的 等 价 性 即 知 (pj) 满足 C77， 

反之 , 没 (pi) 满足 (13)， 由 标准 性 知 pi (7) 在 T 上 连续 ; 沁 
已 94 一 < 可 在 (13) 中 求 和 号 下 对 + 取 极限 ; 由 (13) 还 


知 pi 2 在 连续， 在 (13) 中 令 :一 0 即 得 pC0) 一 97， 此 即 
《227 # 

注 1 929 转移 矩阵 必 是 标准 的 , 这 由 《22) 及 9 反串 推出 , 定 
理 3 中 标准 性 假设 只 在 证 充分 性 时 用 到 . 

(三 现在 来 研究 唯一 性 问题 , 采用 概率 的 方法 , 这 种 方法 的 
本 质 是 考察 运动 的 轨道 《 即 样 本 下 数 ?的 性 质 ， 

引 理 2 设 多 一 {x,,，! 守 0} 是 具有 标准 转移 矩阵 (pi 的 完 
全 可 分 马 氏 链 ， 4; < cote E), 又 7 是 满足 下 刚 条 件 的 非 久 随机 
变量 : 

1” 对 每 0 fr 二 中 E 久 TS C23) 

2。" 以 概率 1 存在 右 极 正 

xfr 十 07 一 im xf 
划一 {yt，5 字 0} 是 具有 与 区 相同 的 转移 矩阵 (p12 的 马 氏 链 ， 
其 中 以 二 x+ 而 且 了 也 是 完全 可 分 的 . 

证 ”由 于 存在 xs(r 十 07 及 五 的 可 列 性 ， 以 概率 工 存在 s 一 
slw) > 0, 使 xD 在 人 tr 十) 中 等 于 常数 (此 常数 依赖 于 加)， 
于 是 除 一 零 调集 外 

* . 
{x 十 由 二 站 = 二 lim 局 全 <r< ,sl 二 二) 一 让 


这 表示 xtr 十 02 是 一 随机 变量 而 且 


Dg 代数 多 fr 裤 对 基于 忆 的 完全 化 和 代数 记 为 寓 fxr 7 世人 站 . 


和 而 说 


Pfxgr 十 07 一 信 -im Spf <r< (tL 一 让 

类 亿 地 知 xfr 十 信也 是 随机 变量 .出 1° 及 蕊 所 性 得 
”PPfzrkr 十 站 一 下 

， . 一 r f 4 . 

DD 


x (EF + :一 如 上 一 中 <el 


一 lim DPf{rlr ti 0 = iptt — sjexp{—gr2e) 


一 Dy Plxlr + 0) = Dpin lt) (C24) 


更 一 般 地 冶 得 ,对 9 所 4 二-… 二 ,名 EE 有 
PlxCr 十 地 一 而 一 Tv 


一 之 ， ptrtr 十 072 一 Dpia CH) pr nr CH — 


paar — ty C25) 
此 得 证 了 是 具有 转移 算 阵 (pw) 的 马 氏 链 . 
由 $ 2.2 引 香 3, 为 证 Y 完 全 可 分 。 只 要 证 它 关 于 非 负 有 理 数 
集 ff) 可 分 , 又 由 十 证明 开头 时 所 指出 的 事实 ,为 此 内 要 征明, 对 
几乎 一 切 样本 函数 了 ,由 它 作 5 = 6(w) > 0 推移 后 的 消 数 Ys) 
二 YC8 十 息 G4 实 0) 关于 RR 二 {7;} 可 分 , 其 中 5 二 6。 因此 ,不 
妨 设 以 概率 1 取 有 理 数 为 值 。 于 是 根据 
XTX (Ca. 5.) 


立 得 加 
了 所 站 CTYR (a. 5s.) 
其 中 十 妨 表 全 体形 如 十 mre 玉 的 集 ， 改 得 证 了 关于 六 的 
可 分 性 + 
现在 考虑 完全 可 分 的 马 民 链 区 二 {xi,t 之 中， 并 设 它 的 密度 
和 矩阵 是 保守 的 ,定义 
TY) = inf Ciixd om) 天 的 Co C26) 


它 是 和 的 第 一 个 踩 跃 点 .以 忍 表 可 分 集 , 除 一 0 测 集 外 ,有 
Cn) OO= xs wm) x0; oN EF {ts Es (27) 
故 可 对 TCm 应 用 引 理 ?2， 从 而 知 
Y= {y: = 区 二 zs Ff 0} 

是 符 证 周转 称 概率 的 完全 可 分 蕊 氏 链 ,于 是 Y 也 奔 第 一 个 跳跃 点 
Pit), 而 T0907 二 Cw) 十 Cwm) 显然 是 X 的 第 二 个 跳跃 点 。 如 
此 继续 , 便 得 X 的 一 列 跳 跃 点 mCo) 

和 有 28) 
称 ? 一 ooD) 为 必 的 第 一 个 飞跃 点 ， 它 几乎 处 处 有 定义 ,而 且 是 屿 
路 点 集 的 晨 小 的 家 限 点 ， 显 然 ， 相 [0, 区 中 天 的 样本 画 数 以 报 
率 1 是 由 跃 沙 数 ,如 果 


n= 00 {a.s.) (29) 
册 世 的 几乎 一 切 样 本 阔 数 是 跳跃 沙 数 . | 
什么 时 候 Q29) 成 立 ? 一 个 简单 的 充分 条 件 是 ，19;} 有 界 (出 
§2.2 定理 了， 这 符 价 于 标准 性 条 件 对 i 一 禾 成 立 )， 实 际 上 ,; 令 
4 一 sup qr 则 
PTstt 一 Ts 2 rw) 


= Plt Tr) 一 P(x) = 


一 >》 ep(lx(r) = a0) (30 


其 中 必 = 0, 并 理解 co 一 “一 oo(e 所 co), 因而 
P( 人 UU [en oT > «]) > limPlro 一 re 六 的 党 ore 


让 二 1 二 上 
这 荡 示 有形 盆 宅 个 rr 一 ra 不 小 二 5 的 概 闪 不 小 于 ce "于 是 
Pen 一 cc 2 < 
令 一 4 即 得 证 《292. 
这 样 便 证 明了 下 定理 的 前 半 部 分 : 
定理 4 《i) 设 可 分 蕊 氏 链 X 的 绪 移 矩阵 (pw) 的 密 此 矩阵 0 


» 7 


是 保守 的 ， 则 雇 概 率 1 存在 一 随机 变量 以 科 0)， 它 是 踊跃 点 的 
最 小 的 极限 点 ， 而 且 在 [0, 7 中 ,几乎 一 切 样 本 函数 是 跳跃 函数 ， 
特别 ,如 !9 有 界 , 旭 刀 乎 一 切 样 本 函数 是 岗 路 函数 ， 

Ci 反之， 设 已 给 一 矩阵 8 一 Cg 满足 (21)、 则 至 少 存在 
一 个 局 转移 矩阵 CPi;3。 只 有 两 种 可 能 性 : 或 彰 这 和 样 的 Cpii) 只 有 
一 个 ， 发 生 这 种 可 能 性 的 充 要 条 件 是 任 一 可 分 2 过 程 的 第 一 个 飞 
跃 点 了 一 co ，(a. 5.); 或 者 这 样 的 (pj) 有 无 穷 多 个 , 发生 这 种 可 
能 性 的 充 要 条 件 巧 任 一 可 分 过 程 的 第 一 个 飞跃 点 9 以 正 慨 率 小 
于 %%. 

证 Ci》 取 Z, 为 任 一 随机 变量 ， 它 只 取 值 于 E， 又 取 非 负 随 
机 变量 ,使 它 与 Z 的 联合 分 布 册 下 式 决 定 : 

PralZ = = ee CaF 0, qo= ~— qn C31) 
《如 qi 二 0, 则 取 友 三 00), 和 如果 Zs， Zs; Ts "Tn 都 已 取 
定 ; 则 取 Zr 使 Zr 取信 于 而 且 它 与 Zoo Zoo Ta 
的 联合 分 布 满足 下 式 : 


PlZor 一 站 fr Te ZE Zs) 一 如 Zs, 二 i (32) 


再 取 非 负 随 机 变数 ton。 使 对 任 a 守 人 0 
PT — Ta ers oy Ts Dis 0 Fa) = er 
如 Zr 一: C33) 
这 里 我 们 假定 了 : 如 Zr 一 7, 则 > 0。， 贡 一 0, 应 补 定义 
PZon ilTiy os Ts; Zi 一 1， 
如 Zs—=is FO—=0 


REre = oT 7, Ts) Zts "3 Zn = 1, C34) 
如 Zuo 一 1 人 一 
由 定义 可 见 0 所 元 所 放 (a 5.), 
今 定义 
Zw 如 OSE) 
rw) oo 42 WM rw) Et Tm) (C35) 


[| 


和 


因而 对 几乎 一 切 cy xtw) 在 [0, mCwm)) 中 有 定义 ， 如 PCIe 
一 00) 二 1, 则 略 去 一 0 测 集 后 , xx) 对 一 切 : 关 0 完全 确定 。 

如 果 PCwDCwe) = oo) < 1， 需 要 补 定义 xfo7 于 [yD, 00). 
一 种 社 定义 的 方法 由 Doob 提出 ,如 下 : 任 取 一 与 2。, Tun 一 1， 
2。'…") 独立 的 随机 变量 Zz 二 , 它 取 信 于 EE, 分 布 为 {zi}, (i € E》，, 
视 #9 如同 b。 祝 Zi 如 同 Z, 而 继续 上 面 的 造 法 : 取 zi 使 

Pir 一 好 并] 
如 Zn 一 ?3 

并 定义 re7 二 ZCw), 和 如 C0) 和 :< ze， ;如 此 仿 上 
继续 ， 直 到 第 二 个 极限 点 92 一 lmrip， 又 视 92 如 同 0， 视 2 


如 辣 2 这 里 Zi 有 视 同 的 分 布 {x;}, 并 与 ns Tus 2, rh, 
7 一 1，2,，……- 独 六 ,这 样 下 去 ,得 {yy'" 小 ， 不 难 套 出 
lm 0, (a.s.) 《367 


因而 略 去 一 0 测 集 外 ， 对 一 切实 0 与 xfea) 有 定义 ， 册 于 分 
布 * 一 {wm} 有 无 穷 多 种 取 法 ,这 样 的 过 程 也 有 无穷 多 个 ， 

现在 证 明 所 造 出 的 X= {xyxz20} 是 过 程 ， 为 此 利用 下 
事实 ; 如 随机 变量 > 有 指数 分 布 

Py Ce 0) 
则 对 * 之 0. 上头 0 有 
POy 守 s+ ty> = Py = et 
由 此 知 : 如 于 时 刻 : 停止 上 面 的 造 法 ,因而 wa) 只 定义 于 所;， 
然后 以 xtm2 的 分 布 为 开始 分 布 。 视 :如同 0 并 重新 开始 上 面 的 
构造 而 得 {y,《w2》, # 之 时, 则 过 程 
xfoD = xm, 如 is 
= yw), 如 = 一 十 # 

与 过 程 {x,tw), t 之 0} 是 同一 过 程 ,这 说 明 在 已 知 现在 了 时 ,将 来 
与 过 去 独立 ， 故 过 程 是 马 氏 的 ; 而 且 Plx, = jx 一 门 只 依 屿 于 
fs. 


所 造 的 过 程 的 转移 矩阵 Cp;;) 显然 满足 


1 TT 


pil) 六 六 (和 0) C37) 
PiCxfrD 一 念 一 鱼 (38) 
故 (pi) 是 标准 的 、 而 且 是 日 转 移 答 阵 。 由 于 《ps) 依赖 于 {i}， 
而 {mw} 有 无 穷 多 种 取 法 , 故 台 转移 矩阵 也 有 无 穷 多 个 ， 
这 样 便 证 明了 Qi) 中 只 有 了 两 种 可 能 性 ， 而 且 ， 一 cofa.s.) 及 
PG 一 00) 之 1 分 别 是 这 两 种 可 能 性 出 现 的 充分 条 件 , 从 和 而 分 别 
也 是 必要 条 件 # 
-下定 理 4 立 得 
系 1 对 满足 (21) 的 0, 向 后 方程 C7) 恒 布 标准 转移 怎 降解 
这 种 解 如 不 唯一 , 则 必 有 无 穷 多 个 . 
在 定理 4 Ci 的 证 明 中 所 人造 出 的 2 过 程 称 为 Doob 过 程 ， 它 
的 转移 概率 拭 阵 由 算 阵 9 及 xtw) 的 分 布 > 一 {m} 所 决定 ， 故 宜 
记 此 过 程 为 (p.m 过 程 : 今后 我 们 会 看 到 ，Doob 过 程 是 一 类 较 
简单 的 过 稳 , 它 们 远 不 能 窍 访 一 切 龟 过程， 
《四 》 为 了 具体 地 求 出 (7)C 及 (97) 的 一 个 标准 广 转移 函数 解 、 
设 站 二 {4 1 空中} 是 一 过程， 并 以 si 表 在 和 wo 一 i 的 条 件 
下 ;于 :时 位 于 jj 而且 这 转 称 只 由 *#* 个 踊跃 完成 的 ; 亦 由 
oi 说 二 Plx 一 了， 在 [0,#] 中 只 有 %* 个 断 点 ， 


它们 部 是 瞻 政 点 》 {39) 
易 见 
op Ce) = 全 jie 
+ . | 《407 
spi) = Teergiopilt — sd Cn 0) 


上 


npii Cn 也 等 于 


op i (7) 一 re” 了 | 

(41) 
社 十 [ pri Lz) 一 > ‘ RE 1 一 007 , Cn 2 0 

. 胡 于 了 


《40)，(41) 的 成 立 可 由 与 C183，C19) 的 推导 方法 得 到 ， 也 可 仿 
52.2 定理 6 而 严格 证 明 ， 


二 


ee ee 下 


今 令 


的 


iit?) = >) abiitt) C42) 


二 0 
因而 fi; (7) 是 自 i 出发, 经 有 穷 多 次 跳跃, 历 对 间 : 而 转移 到 i 的 
概率 , 即 ) 


fal) 一 ifCx 二 1 1 {43Y 

其 中 是 XX 的 第 一 个 飞跃 点 ,由 此 推出 
pit) = Plx, = Nb;(D C44) 
hl =P ED=1— > 让 人 (C45) 


注意 (人 是 在 xt0) = ?下 ，2 的 条 件 分 布 户 数 ， 
引 理 3 (fi) 是 标准 广 转 称 知 阵 . 
证 ”根据 的 要 率 意 六 ,0 扫 丰 (全 二 1, 而 且 


ft = >) fi CDF (rz) 
fC0) — Bj 
由 《44), 所 CD < 2 py(s) 一 1， 标准 性 由 下 式 推出 : 


hitD ps) = Ope rb 0 
定理 5 CY cf) 是 向 后 方程 组 427 的 标准 广 转移 函数 解 ; 
Go (Ff 是) 的 最 小 解 , 束 是 说 :如 果 Cg;) 是 《7) 的 任 一 
广 转移 函数 解 , 则 
gin Ft) CP 0,1, 1 E) C46) 
Ci 《pi 也 是 向 前 方程 组 (82 的 解 ， 
证 在 (40) 中 对 »# 求 和 ,改换 变数 后 得 
FF = 和 f eI gd tt ds + Oe C47) 
(比较 (187)。 对 “微分 后 即 得 证 ki?)。 类 个 可 证 了 明 ti， 如 Cgi) 
满足 <7), 亦 风 满足 &13), 对 + 积分 得 


t 


Bi Cf) = >) [| Eg agets ds + Be rr C48) 
ki 


® FS 。 


(DD 六 d; je 一 obi Cf) 


对 


ii 《中 2 人， vpii CF) 3 《ia i€ E) 
则 下 《48) 得 
Bi) > > | ea :> pile) ja 十 Be 9 
RE 


+1 


一 之 ， vtipii 十 Be “i > puts) 
这 得 证 对 性- 一 非 鱼 整数 n, 有 
BC 六 > uPi(#) 


令 # 悦 00 到 得 《46) 蜂 
系 2 向 后 方程 组 《77 的 标准 转移 两 数 解 唯一 《 亦 即 台 过 程 唯 
一 ) 的 充 要 条 件 是 ? 


D-IL G0 (C49) 
证 让 (44) 及 《49》 
1 Op- 1 
再 自 《44), pi(#) 一 有 人 9， 即 
Px; 一 站 =— Plx, se 门 Cz 2 0) 
MM PC 一 co 一 1 (CitE), 
PC = 0) ~ >, P(xC0) = DPily = 00) = 1 


根据 定理 4 tii) 即 智 过 程 ( 亦 即 如 转 称 旺 数 ) 唯 一 ， 这 得 证 (49》 
的 充分 性 .逆转 推理 即 可 推出 它 的 必要 性 # 


17 在 54.3 系 1 中 还 要 给 出 其 它 充 现 条 件 ， 


+ Te 


第 三 章 ”样本 函数 的 性 质 


$3.1 常 值 集 与 常 值 区 亿 


(一) 设 革 二 {xxw), 7 之 0} 为 定义 在 概率 空间 (0, 多 下 
上 的 马 氏 链 , 了 肥 值 于 EE = (让, 是 此 备 的 最 小 状态 空间 ,就 是 说 ， 
对 酝 一 iE， 必 存 在 : 空 0, 使 
Pix,=A>0 C1Y 
在 本 章 中 ， 如 无 特别 着 明 ， 我 们 总 设 民 的 转移 窍 阵 《pj) 是 标准 
的 . . 
lm prt) 二 1 CG E E) | (2) 
(pp 的 密度 算 阵 仍 如 上 章 一 样 记 为 9 一 (gw)， 并 令 9 一 一 gj 
在 样本 冰 数 的 研究 中 ,我 们 忆 定 处 是 可 分 过 程 ,因而 需要 引 人 人 
一 附加 状态 ; 记 为 cco? 由 51.2 知 


Pxi= 00)=0 (> 0) C3) 
昌 然 如 此 ,我 们 仍 不 能 不 著 虑 00, 因 为 可 能 对 某 些 过 程 所 , 有 
PCw: 存在 1 闫 0, 使 rtw) 一 00) 一 1 4) 
对 样本 函数 xC:, wm) 及 iE EU {co}, 演 虑 1:- 集 
Sw) 一 Case = C5) 


称 5S:Ceo) 为 三 常 值 集 , 或 简称 天 集 : 并 网 5iCm) 表 Yo 在 实数 中 
通常 欧 氏 距离 所 产 生 拓 斤 下 的 闭 包 。 当 wm & 8 国定 了 时 ，5iCw2 及 
Sxw) 都 是 10，co) 中 的 集 ， 回 记 朋 时 状态 的 定义 ,并 称 非 瞬时 的 
状态 4《 即 逼 留 或 豚 引 状态 ?为 稳定 状态 ， 显 然 

10，co7 一 UY So U Vy SiCm)U So co C6) 


对 一 切 wt€ 如 成 立 ， 因 此 ,为 了 研究 样本 时 数 xC，w) 在 [0， co) 


1) 即 $1.2 中 的 1, 不安 拒 谣 与 表示 “无 限 大 ?的 oo 相 泥 . 


的 性 质 ,必须 首先 考察 S.Co) 的 结构 ， 注 意 , 对 1€ SiCeo), x(*, ww》 


等 于 常 值 i. 
如 和 可 分 ,在 $ 2.z 中 证 明了 : 不 论 i 是 否 稳 定 ， 
Dzze 0 《72? 
我 们 取 这 式 为 以 下 研究 的 出 发 点 ,分 别 考虑 i 为 稳定 ,授时 或 oo 三 
种 情况 。 


引 理 1 设 基 可 分 Ci) 如 :稳定 , 则 
PSitw) 包含 一 个 含 : 的 开 区 间 )= 二 1 全 人 0 〔87 
Ci》 如 上 胆 时 , 风 : 
PCSKo7 含 某 一 开 区 人 间 》 一 0 C9) 
证 以 4 B 分 呐 表 (8), 《3 在 方 括号 中 的 事件 ， 令 
PRs) = Pr, =) = > PO)pit) > 0 C10) 


由 pi) 的 连续 性 及 > PC0) 一 1, 知 PCD 在 fo, 00) 连 续 ， 如 


Fi 00, 由 (7) 
于) 
一 Prz =i ti us EVPr, 一 全 
= Pres 一 全 PK 二 和 5 一 8 us ets = 
Pir, = ff) = Ps 一 8er215。Pifsyr1 C11) 
令 & 一 0, 正方 趋 于 P,;:(4), 布 方 趋 于 1, 故 得 Pj(4) 一 1. 
其 次 ;由 
Pir aj ri ria) = P= NP =i 
rr 二 +e) 
令 Bae 一 人 二 7 和 1 之 1 十 6)， 如 负 一 吕 ， 则 由 C7)， 
PLB 一 0 由 于 下 和 J U Bis (7 遍历 非 负 有 理 数 ), 得 


PCB) < HPOB, 1D) 一 0 


称 SXw》 中 的 开 区 间 为 :一 二 常 值 区 间或 i 区间, 如 果 它 在 下 
人 列 意 义 下 大 最 大 的 : 它 不 是 合 于 5iCw) 中 的 另 一 开 区 间 的 真正 子 


* FR 


这 如。 出 引 理 1 知 订 区 阅 内 有 对 稳定 的 i 才 有 意义 ， 

汪 区 从 I 的 个 数 忆 概率 1 显然 不 超过 可 到 多 个 。 以 51, 让 表 
右 端 点 在 GG, 如 中 的 扩 区 间 的 个 数 , 它 是 一 得 机 变量 , 取 非 仙台 数 
及 co 为 以 . 

引 理 2 识 久 可 分 ，g 过 0 则 对 任意 0 所 1 < 上 < 到 co， 

| Pers, < 0)= 1 
Et DE Gt (12) 

证 ” 讶 卫 是 可 分 集 ， 将 RNG, 2) 中 的 点 排 为 {7 ra 

再 移 其 中 前 x* 一 2 个 点 如 上 把 + + 后 按 大 小 排 为 


而 且 


1 一 了 < 从 二 rr 
定义 随机 变量 
中 所 ay 二 1， 如 OO 一 i tm C00) Ef 
一 人 反之 
Wo 一 DC) 
才 一 于 


册 $§$ 2.3 (379 包 出 


Eb Er " 
| fn) _ " 
By" = DD) EE = 2) Dlr) = i rn FE 
pp -1 


友 二 祈 
一 一 之 ps rll 一 名 7 如) 一 2 
< DN pur — AD < D1 
上 一 3 k=2 
寺 4 rp ri Se gitz 一 人 
浊 # 增 大 时 wow 不 下 降 ,图 可 分 


ss, 1) = lim ye™ 
柏 据 积分 的 单调 收 敏 定理 得 证 1225; 有: 玫 C127) 知 
RS DD) TI)—1 «13) 


我 们 注意 《12) 是 比 (13) 更 强 的 结论 ， 

i 区 闻 的 内 点 盟 全 含 于 So 中 , 但 它们 的 端点 却 可 能 在 :也 
可 能 不 在 SKeo 中 ,由 C13), 我 们 可 以 抬 x(:, 0) 的 -区 间 按 次 序 
排 为 Cartm), brCem)), 使 BID 所 bw) < ao》 = BKm)E- "3 
(2.5.79， 如 果 说 pako) 一 aimtwm), 根据 可 分 性 ,xC&4， oo) 二 i 因 
而 Cankwm) B07) 与 Carnkw)、，Br+Kw)) 应 连 成 一 更 大 的 六 区 
间 , 这 与 《et bitw)) 的 最 大 性 第 盾 ， 这 样 便 证 明了 

[人 C14Y 

对 稳定 的 我 们 已 经 知道 SXw》 包 人 有 窍 或 可 列 多 个 并 区 
间 ，SiCw) 还 包含 些 什 么 点 ? 下 定理 解决 了 Siw) 的 构造 问题 , 它 
说 明 SCm) 除 合 一 些 天 区 间 外 ， 至 多 只 会 这 些 基 区 间 的 端点 ， 因 
而 这 定理 具有 董 要 的 意义 . 为 完全 计 , 我 们 把 引 理 2 的 结论 也 写 
在 此 定理 中 . 

定理 1 设 革 可 分 , ; 稳定 ， 则 对 几乎 一 切 w,。 有 
Uy Carlew), pile IITSmI CHD 一 U [LaxCw), Eatew)] C15) 


而 且 在 任 一 有 限 区 | 则 Cs, 六 中 只 有 有 穷 多 个 并 区 间 ， 它 的 个 数 
EiCs。 z) 的 平均 值 满足 C12). 
证 ”由 下 理 2 只 要 证 明 
SiCa) 一 【人 {aiCw), BACw)] (C16) 
上 


以 怀表 可 分 集 ,; 由 引 理 1 让; 对 几乎 一 切 w, 每 rE RMNM5xKw) 含 于 
某 -区 | 闻 中 , 故 存 在 各 CQ 以 全) 一 1, 使 对 任 w€ 以。 有 

《a2 在 任 一 有 限 区 闻 中 ,xC',w) 只 有 有 穷 多 个 订 区 | 间 (CarCw); 
bic); 

(Cb) x"， 中》 关于 如 可 分 ; 

{cy 及 站 SECEeDC Uy CarCe), Erim)). 


念 对 oE 成 及 TE Sw), rE 丸 ， 册 Cp» rf 必须 是 开门 So 的 极 


12 如 无 特别 声明 , (a. $.) 系 对 严 而 言 , 


i A ee i 


限 点 ; 故 由 《e) 知 z 的 任 一 邻 域 痢 必定 与 某 六 区 间 相 交 ， 这 只 有 两 
种 可 能 : 或 者 = 属于 某 一 [etKe)， BxCeo)]; 或 者 rE | [asfe)， 
下 
biCm)], 但 在 7 的 左 《 或 右 ) 方 存在 无 穷 多 个 互 不 相交 的 i 区间， 
它们 的 长 麻 赵 于 6 而 端点 趋 于 +r。 然而 由 Ca) 知 后 一 种 可 能 性 不 
存在 , 故 rE 【1arCw), bxCw)]， 于 是 证 明了 
[4 


SCo) € [) [artw), BrCeo)] 


再 由 Ka) 知 Soc A [orkw), Cm)]， 广 意 到 (C15) 中 第 一 个 
不 


包含 关系 即 得 C16) # 
《二 >》 现在 考虑 一 般 的 (i 天 00), 以 工 表 直线 上 的 Lebesgue 
测度 , 设 4 是 工 - 可 测 集 , 称 点 上 是 4 的 全 密 点 ,如 果 
To 开 Lnker 一 sz 十 a2] _ 1 
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在 实 变 函 数论 中 证 明了 下 述 定 理 : 可 测 集 4 的 几乎 一 急 ( 关 于 工 
测度 ) 的 点 上 是 4 的 全 密 点 "， 

显然 , 如 一 开 区 间 含 4 的 一 全 密 点 总 则 在 * 的 两 边 各 含 4 的 
具有 正 工 测度 的 子 集 ， 这 事实 下 面 要 用 到 . 

称 集 4 是 自称 密 的 ,如 果 任 一 开 区 间 ,; 只 要 包含 4 的 一 点 ,就 
必 含 4 的 具有 正 工 测度 的 子 集 . 

由 定理 1 知 : 如 三 9， 风 对 几乎 一 切 w，S;Cw) 是 自 稠密 
的 ， 其 实 这 对 瞬时 状态 也 成 立 : 

定理 2 设 关 可 测 , ; 关 9。 则 

Ci 任 一 男 定 的 长 号 是 $Cw) 的 金 密 点 CP ys a.5.); 

CGii) 如 XX 还 可 分 , 那 必 Sxw) 是 让 稠密 集 (a.5.)， 

证 ”G) 要 证 的 是 : 对 已 给 的 上 > 盖 0 有 

PP ， {im 工 工 [Soymgr 一 syz 十 的 ] = 1} 一 1 (17) 
40 28 


首先 注意 ,由 蕊 的 可 测 性 ,二 维 集 


1 见 aTOHcOH: 实 变 函数 论 , 第 九 章 , $6。 定理 1。 


二 其] + 


Guirxoy 一 委 E 亏 X 贸 
1 XX 区 才 汐 , Xx 多 关于 测度 工 x PP 的 完全 化 o- 代 数 。 元 , 表 
19,00) 中 Borel og- 代数 由 Fubini 定理 ,对 几乎 一 其 ws 上面 的 二 
维 集 的 w- 鹤 口 集 
Sr) 一 (rz 一 门 E 淘 ， 
即 几 乎 一 切 SCw) 是 工 - 可 测 集 
对 已 给 的 8 (0 之 8 三 四, 令 


es, 六 一 位 sid < 
se Re C18) 


显然 ， 三 元 陋 数 els, 四 55; wm) 是 毛 ! X 殉 |， X 多 可 测 的 ， 由 
Fubini 定理 


Ls dfits om 8, t+ ay} = 人 elss 15 加 9 C19) 


为 邮 : X 咏 可 测 ， 从 而 


D— 10: lm LLSCNG es s+e)]— 寺 
| 二 二 25 


x“《 中 ,X 多 (C20) 
根据 革 述 实 变 序数 论 丰 的 定理 ,得 
工人 fx》 Oo—i; C0) ED} = 0, (a.s.) 
由 Fubim 定理 得 : 对 工 - 几 平一 切 t, 有 
PE Ta = i, (Ct, WE DI 
亦 即 Pi,Aw:Ct， wm & DY 一 1， 这 说 朋 (17) 对 工 - 几 平一 切 : 成 
也 ， 
为 了 完成 Qi) 对 一 切 1 之 0 成 立 的 证 明 , 只 要 证 (17) 左 方 的 
值 不 依 顿 于 + 盖 0， 对 0 一 se<<<st 由 过 程 的 齐 次 性 
Pa 一 《217 


其 中 事件 M, 一 (eaim i LisSiNC — et + 6)l= !) 


=" B22 * 


一 ; Pi 
Ps, i Crs 3 8 站 Pix, 号 (22) 
与 1 无关。， 令 5 一 0, 内 CD 中 上 PG) 的 连续 性 下 的 随机 连续 
性 ,上 式 有 有 方 趋 于 PP, ;CMJ)， 琶 此 极限 也 不 依赖 于 +1 之 0， 这 得 证 
Cy, 

(i) 以 R 束 可 分 集 , 对 几乎 一 切 名 及 尾 一 re Sitw)， 每 个 含 
rt 的 开 区 间 必 含 点 +€ 呈 介 SCw》,、r 之 0, 这 由 可 分 性 的 假定 直接 
任 一 开 区 闪 如 含 尽 人 SiKo7 中 的 一 点 + 则 必 在 ?+ 的 两 侧 务 含 一 具 
有 正二 -测度 的 So7 的 子 集 ,综合 这 二 结论 即 得 证 《ii # 


注 1 记 工 Gz, j; 8) 一 二 L[SXoN Cr 一 e, :+ ey1， 我 们 


有 
lm Es L(t; i; ey —1l 一 0 (23) 

实际 上 ,由 《C17) 知 工 i, 全 6 依 记 ,i 测度 收敛 于 1 注意 LQ, 2; 
5E) 有 界 , 但 对 一 致 洛 界 随机 变量 , 依 测 麻 收 和 敛 等 价 于 平均 收 化 , 故 
C23) 成 立 ， 

设 和 为 可 测 过 程 :对 每 2e BYU {co0}, 我 们 已 知 So 是 工 -可 
测 集 (as.)， 宙 《18 定义 的 过 程 81t, w), 衬 4 也 是 可 调 的 ， 它 
只 取 0, 1 前 值 ， 若 4# 己 R, 为 任 一 工 - 可 测 集 ,由 Fubini 定理 知 


LLSCOINAI = |, C+, oa (24) 
是 随机 变量 - 
最 后 ,关于 附加 状态 co, 我 们 有 
定理 3 设 过 程 区 可 测 、 可 分 。 则 当 且 只 当 i 一 oo 时 
PCEIsKool1 一 0 一 1 C25) 


证 由 (1 与 (3), 可 见 当 且 内 当 i 和 = o0 时 Pix(j 寺 4 获 


ELLISAw))} = [PCa 一 0 


商工 [so 0 故 E{LES:Co)]1 一 0 等 价 于 (3 成立 # 


53.2 右 下 半 连 续 性 ;典范 链 


《一 ) 在 上 节 中 我 们 对 样本 函数 作 了 表态 的 研究 ,研究 了 
Sxw) 的 结构 . 进一步 需要 作 动态 的 车 察 , 芳 察 衬 本 函数 的 收 敏 情 
形 ， 为 此 要 区 别 两 个 观念 :“ 园 定 的 所 及 “流动 的 所. 国定 的 * 是 
指 常数 1, 它 与 无 关 ; 流动 的 二 一 所 o)] 可 以 随 w 而 不 同 , 它 了 以 
固定 的 * 为 特 玖 情形 , 因此 , “对 几乎 一 切 wm, 性 质 4《4) 对 每 个 流动 
的 :成 立 ” 是 比 “ 对 每 固定 的 ， 性质 (4A) 对 几乎 一 切 咱 成立” 更 强 
的 结论 . 因为 前 者 是 说 : “存在 一 名，PC8D) 二 1， 当 we 时， 
(4) 对 每 :成 立 *, 这 时 使 (A&) 不 成 立 的 0 测 集 点 是 固定 的 ;而 后 
考 则 指 ,“ 对 每 固定 的 1, 存在 8, 8,) 一 1 使 对 每 wm & 9,, (A) 
成 并 ”，、 因 而 使 C4) 不 成 立 的 0 测 集 召 , 依 赖 于 t， 例如;:“ 寻 几乎 
一 切 w, 样本 函数 对 :流动 的 ) 右 下 半 连 续 ” 和 “对 每 周 定 的 1, 几 
乎 一 切 样本 函数 在 : 点 右 下 半 连 续 ” 显 然 是 二 不 同 的 论断 . 

下 面 的 定理 是 基本 的 : 

定理 1 设 导 可 分 , 则 几乎 一 邯 样 本 图 数 具 有 

性 质 《A): 对 任 一 访 动 的 :> 0, 当 了 :或 于 时，xC5 wy 
至 多 只 有 一 个 有 限 2 的 极限 点 ;只 有 三 种 可 能 性 

Ca) xC 0) 一 3 此 时 i 稳定; 

Cb》 zxts，w) 恰 有 二 极限 点 站 贰 02, 此 时 ; 瞬时 : 

(Ce) xCs, wm) —> 00, 
反之 ， 

Ca》 如 x, 2) 二 而且 二 稳定， 则 至 少 存在 :的 一 俑 ( 右 
或 堪 ), 使 /从 此 人 如 趋 于 : 时, (a) 对 此 守成 立 ; 

Cb》” 如 xfi; wm) 一 记 而 且 二 隐 时 , 则 至 少 存在 :的 一 侧 《 右 
或 左 ), 使 从 此 侧 趋 于 时 ， Cb) 对 此 = 成立 。 

证 ”对 赔 定 的 4 半 了 及 jEE, 定义 


1 属于 上 的 点 称 为 有 限 点 ， 


YE oO prs, Am OAKA4) (1) 
过 程 {21 w), 0 扫 #< 4} 关于 go- 代数 族 多 x, 0 < 扫 ， 反 
站 是 一 Martingaie 《所 Doob [1], 第 七 覃 末 ). 取 它 的 可 分 修正 而 
不 改换 记号 ,因而 对 每 国定 的 i, 《1) 对 几乎 一 切中 成 立 , 可 分 集 设 
为 R. 由 Martingale 的 一 熟知 定理 ?, 存在 o- 集 NG， PCNC4 门 一 
0, 使 当 wmE No 时 ， 对 流动 的 上 > 0。 存 在 有 穷 的 左 , 右 极限 
| 
YI 0, 0) = lm yes, w) 


注意 XX 完全 可 分 , 夏 可 分 集 志 可 取 为 R， 设 M 是 x 江 :,， wm) 关 于 R 
不 可 分 的 w- 集 , 即 例外 集 , 则 PCM) = 0. 令 


N=U UU {Nery U [yiCr, 0) 


jE AERLOY "eRNIo, 4] 
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x pawslr, 人] M (3) 


显然 PCND 一 9, 今 证 对 wm EN, 和 性质 (A) 中 第 一 结论 成 并， 如 说 
不 然 ， 则 必 存 在 wo EN, > 0 人 让 E 五 :天 7 pn foy su 或 
Fn 4 fos Sn t to) 使 
Him x ny wo) 一 ?> lim xn ooo) = 

由 下 的 可 分 性 不 妨 设 {sj} 二，{sw} CR， 我 们 注意 , 因 i 是 孤立 
感 , 如 xCrs oo -> 六 则 当 # 充分 大 后 有 xCrss wo) 二 i 

根据 C2) 及 wo EEN， 

lim yr wo) 一 lim Cs,, ty 一 FC + 0, wo) 
《或 4 一 0; ooo) 再 利用 pjjtDD 对 :的 连续 性 及 刚才 指出 
的 注意 知 ,对 任意 46 RN(C5, 00) 有 

piiA mw) 一 lm prira, oA fo) 


这 二 lim yi Ce,, wo) 一 lim y's,, woy 
-= lim pee ao 一 so 一 pi 一 tn) 《4 


1) 网 Deob [ 第 七 章 , 定 理 11.5. 


申 BS =。 


te et a ee a 


令 4E BR。 4 上 式 两 端 化 为 1 一 0 而 率 于 ,此 得 证 第 一 结论 . 

由 此 结论 显然 知 只 有 (a), (by, Ce) 三 种 可 能 性 . 

设 xs wm) 一 7 由 $3.1 引 理 开门 知 二 必 称 定 ， 如 xCs, wm) 
有 二 极限 点 i 及 00, 则 +E& 3:Cw), 而 且 由 于 :十 从 一 侧 趋 于 1:。 可 
见 Say 不 含 一 以 :为 端点 的 开 区 和 间 , 天 如 说 i 稳定, 则 在 + 的 附 
近 有 无 数 多 个 -区 间 ， 由 $ 3.1 定理 1 这 是 不 可 能 的 (a.s.), 故 ; 
为 鼎 时 状态 ， 最 后 ,CaY',Cb)' 由 XX 的 可 分 锤 推 出 # 

注 1 由 证 明 过 程 可 见 ; 性 质 (2) 在 :一 0 也 正确 ， 当 然 此 时 
员 考 漠 ;0 的 情形 , 

系 1 设 基 可 分 , 对 几乎 一 切 w; 如 i 二 j i jEE， 则 5S:Cw) 
们 SXm5 在 每 一 有 限 一 区 间 中 只 有 有 穷 多 个 点 。 

证 考虑 (3) 中 的 N, 记 BC0w) 一 SanSCo7. 如 有 wo EN 
使 BCeo) 在 某 有 限 -区 闻 中 有 无 穷 多 个 点 ,由 必 存 在 8Cwo) 的 一 
极限 点 1, 并 且 在 * 的 一 侧 存 在 无 穷 多 个 BCwo) 中 的 点 ;它们 收敛 
于 t。 于 是 当 s 从 此 侧 趋 于 + 时, xCs、 wn) 至 少 有 两 个 有 限 极 限 点 
i 与 1j。 这 是 不 能 的 ,因为 wu,ENy 

系 2 设 关 可 分 ,可 测 , 对 几乎 一 切 w， 如 守 过 co, 则 


LISC@) .一 SiKo7] 一 0 (C5) 
证 ”我 们 有 
Sm — Sw0) = () (SGI SOI ULSCGIN So)] C6) 
i 


由 系 1, 前 一 和 集 至 多 是 可 列 集 ; 由 5 3.1 定理 3. 
LISCo) MN SoC0)] = O08 

定理 2 设 X 可 分 ,可 测 ， 对 几乎 一 切 w; 如 gi 一 0;, 则 SiCwy 
在 [0, co) 中 匹 处 稠密 ( 即 指 So) 不 合 任 一 开 区 间 》. 

证 由 $3.1 引 理工 知 SCo) 不 含 任 一 开 区 间 (a.s) .如 SiCw) 
含 一 开 区 间 , 则 此 区 间 必 与 某 集 SiKo7 相交 :, j 所 i。 由 可 分 性 并 
注意 co 非 层 立 点 ,不 妨 设 了 还 不 是 co, 由 53.1 定 埋 20ii》 知 它 必 
含 So) 的 具有 工 -测度 大 于 0 的 子 集 。 这 与 系 2 矛盾 # 

定理 3 设 和 可 分 , :> 0 车 定 , 则 对 几乎 一 切 me: 下列 结论 成 


= 86 。 


立 : 

CD 如约 5 w) 一 3 了 了 稳定， 则 lmxts, m= 

ki 如 xCi 7) 一半 了 用 上 时, 则 半 s yt 或: 12 时 , xCs, wo) 
怡 有 二 极限 点 i 及 oo; 

Cii) xf wm) 天 oo 

证 Px 6) 天 09) 一 人 iD 一 1 故 只 要 考虑 GD， (Ci 
两 种 情形 ，《i 中 结论 由 $3.1 引 理 1 让 推出。 由 3.1C17)， 如 
rt 07 一 六 则 当 了 yz 或 有 时. 是 xyo 的 一 极限 点 ， 目 性 
质 (A 不 能 有 其 它 有 限 极 限 点 。 如 i 有 瞬 时 , 由 $3.1 引 理 1(iD 必 
定 还 有 一 极限 点 , 它 只 能 是 ce、 此 得 证 CiiDa 

引信 二 集 

Siem = {i SC0) 人 Nit 十 6) 夺 0 对 每 8 > 汪 > 0 成 立 } 

Sto) = {Son CG 一 8, 大 0 对 每 8 汪 0 成 立 } 
因而 So 一 Si(w) J SHCw)Us7Cem).。 采用 记号 如。 它 
表示 此 二 w- 集 4，4 至 多 只 相差 一 个 0 测 集 ， 则 PCANAD 十 
PANALY 一 0。 

又 3 如 站 可 分 ,也 co, 则 对 每 固定 的 : 守 0, 有 

{oot € SCm)} = {om.t€ SHO = {wt€ ST Ko) 

= {foe SrCm)} 
此 系 出 定理 3 直接 推出 . | | 

《二 )》 为 了 进一步 研究 样本 疯 数 的 性 质 ,; 需 要 对 XX 加 些 条 件 . 

设 马 氏 链 天 一 {xs 之 0} 具有 标准 转移 概率 秆 阵 , 称 它 为 典 
范 链 ， 如 果 它 可 分 。Borel 可 测 ， 而 且 一 切 样 本 羡 数 右 下 半 连 续 ， 
即 对 尾 一 1: 0， 有 | 
| limxCs, wm) — zti, mw) (— 切 we 0Q) (7) 


我 们 在 后 面 证 明 ， 对 任 一 已 给 的 标准 转移 矩阵 (pi), 以 它 为 
转移 概率 的 典范 链 是 存在 的 。 先 来 讨论 典范 链 的 性 质 . 
上 上 述 对 可 分 可 测 链 的 菜 些 结果 在 典范 条 件 下 可 以 加 强 ， 俐 


全 B87 。 


ee i 


如 5) 可 以 加 强 为 SiC@3 一 Sw) 痊 多 可 出 (a.s.) 候 关 oo)， 
实际 上 , 而 (7) 知 : 当 且 只 当 limx(s, w) 一 co 时 , 1€ SoC0w); 政 


各 2686 站 Seo7， 则 上 是 有 Co7mseko) 的 夺 孤 立 点 ,否则 存 
在 一 列 we SCo 站 yeko3 ma 从 而 存在 上 < So st 于 
是 由 C7), 1€ SiCw) 而 与 1€ Swlw) 巴 盾 .一 个 集 的 点 如 都 是 右 弧 
立 点 , 见 此 集 ( 从 而 5:C@) 门 Sew)) 至 多 可 列 。 于 是 由 系 2 的 证 
明知 sea 一 57 至 多 可 列 《a.s)。 
以 DCLw) 表 x《"，w) 的 不 连续 点 集 , 为 方便 计 
SC = Cr: limats, wo 00 = x m)) C8) 


中 的 点 也 都 算 作 不 连续 点 ,显然 -区间 中 的 点 都 是 过 续 点 ， 任 一 
汪 -区划 泛 称 为 稳定 区 间 , 由 定义 它 是 开 的 ， 下 定理 铬 述 了 xC-, w) 
的 连续 点 集 CCw) 及 不 连续 点 集 DCo) 的 结构 . 

定理 4 设 X 为 典范 链 , 对 几乎 一 切 w, 样本 函数 的 连续 点 集 
是 全 体 稳定 区 [有 (如 果 存在 的 话 ) 的 和 集 。 不 连续 点 集 是 下 列 五 种 
集 的 和 集 , 它 是 一 闭 集 . 

Ca》 Seo， i 为 瞬时 状态 ，L[3NX09] > 0， 每 5.C@) 是 一 完 
全 集 ( 即 是 无 孤立 点 的 闭 亿 》. 

《by So 有 So 一 Ct: t 是 i 区间 及 区间 的 公共 端点 )， 
i 二 了 都 稳定 ， 此 集中 的 点 是 跳跃 点 ;而且 在 低 一 有 限 区 僻 中 它 是 
有 穷 集 . 

CC) SCo7mnse(o)y 一 Cz: 是 某 关 区 人 间 的 右 端 点 而 且 


lmxCs, my) = xt, 站 = 00) 
i 稳定 :在 任 一 有 限 区 间 中 此 党 是 有 穷 集 . 
《d SD NN Cz: limxts, w) 一 0) 二 (1;t 是 茶 二 区 间 的 
左 端 点 、 xCi, 6) — 1 而 且 mxts， 的 了) 一 00), 往 尾 一 有 限 区 间 
中 此 集 是 有 穷 集 . 
Ce) SeCwm), L[s*Cm)] = 0, . 
证 流 厨 是 使 性 质 CA) 上 成 立 的 集 , PCB0) 一 1. 任 取 wt 矶 


及 “上 基 0， 如 果 上 是 xf oo) 的 连续 点 ， 则 必 存 在 i 所 00, 使 
xfraoy > C0) 一刻 CG 一 和), 由 定理 1(9) 知 : 稳定 . :属于 某 一 
二 区间 中 , 故 CCw) 等 于 稳定 区 间 之 和 集 ,是 一 开 集 ,从 而 DCwm) 是 
闭 集 . 设 ze DCwm)， 因 当 s:1 (或 ;十 让 时 x G, w) 至 多 只 有 一 有 
限 极限 点 、 故 只 有 下 列 可 能 ，* 从 某 一 合 趋 于 上 时 xls, m) 有 二 
极限 点 i 及 %, 此 即 (2); 剩 下 情况 是 各 例 分 别 只 有 一 极限 点 ; 或 
洪 一 侧 极 限 为 i 而 另 一 侧 为 疾 守 关 了 均 非 ce, 由 定理 1Ca) 此 为 情 
况 (by); 或 者 左 伽 极限 是 攻关 ceo) 而 右 侧 是 0， 此 即 Cc); 或 者 右 
侧 是 0 而 左 侧 是 i， 此 即 (4), 或 者 两 侧 者 是 %, 此 即 (e), 定理 中 
其 它 结论 都 已 在 上 面 味 续 证 明 # 

在 实际 问题 中 常见 的 马 氏 链 是 :一切 状态 都 稳定 。 即 一 切 
年 过 00 iE EE， 这 时 情况 (a) 不 发 生 ， 

共 设 X 是 典范 链 , 一 切 状 态 稳定 。 那么 。 对 几乎 一 切 o， 
DCwm) 闭 ，LLDCo)1 二 0, PCw) 中 的 点 :或 者 是 一 跳跃 点 《 情 闹 
(b)), 或 者 是 跳跃 点 的 极限 点 ,这 时 至 少 存在 一 侧 , 当 * 从 此 侧 趋 
于 :时 ，x(Cs, w) 一 co， 如 果 密度 拭 阵 如 还 是 保守 的 ， 那 么 (Cc) 
不 发 生 ; 这 时 如 再 设 向 前 方程 组 满足 ， 则 《〈d 也 不 发 生 : 反之 亦 
然 . 

和 证 “只 韶 证 明 后 面 三 结论 , 设 & 保守, 如 说 (ce 出 现 的 概率 大 
于 0, 那么 必 存 在 一 有 理 数 " 及 ze 卫 。 使 

PCw:r€ 基 关 区 间 , > 后 的 第 一 个 断 点 不 是 跳跃 点 ) > 0 
这 与 $ 2.3 定理 1, 3? 矛盾 . 

由 $2.3 定 理 2 手 : 如 如 保守 【这 条 件 等 价 于 向 后 方程 组 成 
立 ), 为 使 向 前 方程 组 成 立 , 充 要 条 件 是 在 任 一 固定 的 点 ， 盖 0 之 
前 , 如 xC:; o) 在 [0, r1 中 有 不 亿 续 点 , 那么 必 有 最 后 一 不 连续 
点 * 它 是 一 本 路 点 《as 7， 今 设 向 前 方程 组 成 立 , 如 说 Cd) 出 现 的 
概率 大 于 0, 同样 会 存在 有 理 数 + 汪 0 及 ieE, 使 

PCw;re 某 ;- 区 间 , + 前 有 最 后 断 点 , 它 不 是 跳跃 点 ) > 0 
这 与 上 述 第 盾 。 反之 , 加 (d) 不 发 生 , 那么 这 时 只 剩 下 情况 Cb)， 
(ec), 显 然 $ 2.3 定理 2 的 条 件 满足 , 故 向 前 方程 组 成 立 4 
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对 于 典范 链 邯 ， 几 乎 一 切 样 本 函数 完全 被 它们 在 可 分 集 尺 上 
的 值 所 决定 。 实 际 上 , 存在 名 ;PCQ0) 一 1; 酒 oE8 时 :的 ) 
关于 R 可 分 , 因而 XCw) 叶 XsCwm), 收 

limxCr, wm) 一 lmats, DD=xr(fty m0) C0) 《9 


ru 


其 中 + ER， 

最 后 , 试 证 典范 链 的 存在 性 . 

定理 5 设 蕊 给 标准 转移 定 阵 Cp;), 则 必 存 在 以 它 为 转移 概 
素 和 矩阵 的 典范 链 元 一 fx xz 

证 : 册 §1.6 定 理 1。 存 在 以 (pi) 为 转移 概率 矩阵 的 马 氏 链 
入 一 {(o)，# 写 0}。 不 妨 设 它 可 分 ， 出 定理 3, 对 任意 固定 的 
z 32 0， 有 


Pllin so 一 和 Co)) 一 1 


是 由 $1, 3, 定理 2, 存在 与 党 等 价 的 马 氏 链 居 一 {xr/(w),t 汪 
中 而且 X 是 典范 链 # 


$ 3.3 强 马 尔 科 去 性 

一) 在 马 氏 链 的 研究 中 ,常常 要 碰 到 这 样 的 问题 ， 设 & 是 一 
非 负 随 机 变数 ,XX 一 fx 上空 由 是 马 氏 和 链 , 试问 淮 移 2 后 的 过 程 
了 一 {xorrs f 全 中 是 否 马 氏 链 ?是 否 上 其 有 与 XX 相同 的 转 称 概率 ?如 
已 知 其 。, 过 去 {x 入 是 特 与 将 来 {x4; 二 空 0) 独 并 ? 当 5s 是 
一 常数 《 即 不 依 束 mw 时 ,有 i 需 的 性 硕 化 为 马 民 性 ,因而 答案 肯定 . 
在 一 特殊 情形 ， 当 茂 可 和 分 而 且 一 切 状 态 稳定 ， 对 c 加 一 些 条 件 后 
也 可 得 到 肯定 的 答案 【 克 $ 2.3 引 理 2)。 本 节 的 旦 的 就 是 要 放宽 
这 些 条 件 。 使 得 答案 仍然 肯定 ， 证 明 下 卡 根 的 本 质 人 以 与 上 述 引 理 
2 的 相同 ， 

首先 ,为 了 应 用 的 广泛 性 ,我 们 来 放宽 "过 去 ”中 的 事件 ， 

设 已 给 概率 室 间 (8, .这 ,PP) 上 的 蕊 氏 链 及 二 xis 之 0}， 
它 有 标准 转 称 概率 甜 阵 pi)，is jE 书 。 叉 设 对 每 1 全 0 多 ,是 
.区 中 的 子 0 代数 ， 久 1 忆 让 、 称 0 代数 族 {Fz 之 0} 对 此 过 


"0 


程 是 可 取 的 ,如 果 
(a) rs 
{b)》 玉 二 访 ,如 :所 上 
{cr) 对 每 iE B00 二: 志 1, 有 
Pix = I = pe 一 9， (a.s.) C1) 
由 此 定义 立 知 ,如 {入 , 7 匡 叶 可 取 , 则 {Fos 之 中 也 可 
取 , 其 中 多 se 一 人 .实际 上 , 对 于 它 (8)，(b) 亚 然 满足， 


> 
如 0 达 ? 过 刀 在 (1) 中 令 : 沿 有 理 数 下 降 名 rf。 由 Martingale 的 
理论 ?, 左 方 收 钙 到 Ptxi 一 了 玉 p00) {2.5.); 因而 省 方 也 收 语 ， 由 
于 {rs 之 0 随机 人 连续, * 一 x:《 依 概率 收 敦 ), 故 必 存 在 有 理 数 
子 列 fojy rr 司 x,C0) 一 xfgas)。 由 于 瑟 中 点 都 是 孤立 
-的 ,所 以 存在 MK 一 Ne)), 当 # 闫 和 N 时 ; xtw) 一 (Co7。 再 由 
pi 对 + 的 连续 性 , 即 知 右 方 收 北 到 pe 《i 一 +)， 因 而 

Plxs= fF = prt— 7 《as (2) 
即 (0 对 {Fryt 守 上 4 成 了 并， 

显然 ,由 马 氏 性 知 ，. 多 ?一 .多 人 zc 之 壬 是 一 可 取 放 ， 称 为 
最小 可 到 族 . 

设 “一 wtwm) 是 非 负 随 机 变量 ， 可 取 o 为 值 ， 令 和 一 Ce 二 
0), 以 后 总 假定 PCA) > 0。 称 此 “为 关于 fr 名,, :之 0} 的 
马 氏 时 刻 。 如 对 任 一 非 负 数 :, 有 

(Cg:alw) OE, (3> 
关于 {x 名 ?9,1 室 0} 的 马 民 时 刻 就 简称 为 马 氏 时 刻 . 
条 件 (3) 与 下 式 等 价 ， 对 任 : 之 0 
fo:ekoy 扫 门 E HB, (C4) 


实际 上 , 由 (3) 得 (e < ?十 十 )e ,ys 令 # 一 品 即 得 (4); 反 


1 网 Doob [1] 第 七 章 , 定 理 和 .了 ， 
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之 , 由 (0 得 (e 忆 :一 二)e 7,, 令 n 一 oo 即 得 (3). 
和 A 中 全 体 满足 下 列 条 件 的 可 测 子 亿 4: 

ANta:a EF, “性 1 守 0) C5Y 
构成 和 A 中 一 o 代数 , 称 为 (关于 fa 多 ix 3 0} 的) a- 前 0 代数， 
并 记 为 多-。 同 上 理 知 (5) 等 价 于 

ANtan OE Sn (FE: 时 (6) 
关于 {x,, 3? # 宇 0) 的 oa- 前 9 代数 记 为 多 fei xc 对 ,特别 。 
常数 “是 马 氏 时 刻 ,这 时 -前 代数 与 随机 变量 {zs # 所 oj 所 产 
生 的 o 代数 相同 . 

称 和 一 foot 关中 为 强 马 氏 链 , 如 果 它 Borel 可 济 , 而 且 具 
有 下 列 性 质 ( 强 马 氏 性 ): 对 性 意 可 限 族 {Ft 关中 , 任意 关于 
fx 1 守 0] 的 马 氏 时 刻 a， 任意 AE .多 。， 以 及 任意 有 穷 多 
个 0 各 和 有 之 这 fos fs "+s fnE BE, 有 
PK4 wk 十 四 一 站 0Sy 葡 交 ) 


x-1 
一 PtA, xCo 十 i) 3 jo) II 六 Ca t,) C7) . 
. 四 一 自 


过 程 蕊 的 Bordl 可 测 性 保证 xfke 十 他 是 一 随 宙 变量 ， 令 

EC 0 一 wa 十 to CG 0) 《87 
它 在 A= Ca < oo) 上 有 定义 ， 长 Co w), :之 时 是 概率 空间 (A， 
A P(: |A)) 上 的 随机 过 程 ,。 称 为 -后 链 ， 这 里 A 表 入 中 
全 体 可 测 子 集 所 成 的 0 代数， 而 .多 15 空 0} 则 称 为 a- 后 5 代 
数 , 它 是 入 中 的 = 代数 , 简 记 它 为 多。 利用 oo- 后 链 , 并 取 4 一 和 。 
由 《7) 得 

PCECt 0) = fj 0 vRNA) 


N—4 
— PCs 0) 一 齐全 ) TT pi lin — 1) 《9) 
我 们 的 主要 目标 是 要 证 明 典 范 链 是 强 马 氏 链 ， 为 此 要 作 一 些 


和 D2 » 


准备 ， 
(二 ) 对 每 1 EE, 定义 
rite) 一 inf {1s:t> ago zt, o 一 及 《10 
如 有 方 括号 中 是 空谷, 就 令 yifo] 二 o 以 后 类 人 世 的 定义 中 都 如 
此 约定 ,不 一 一 申述 . 
以 下 假定 忒 关于 可 列 稠 集 尺 可 分 。 由 可 分 性 
《7ifo7 到 已 一 Coulee) rx Cr ww) = Cre BR), 


故 Yi(w) 是 马 氏 时 刻 , 它 的 有 限定 义 域 为 
Tj; = Cy) < 00) 一 人 Amongao)。 00) 0} 
. 设 4e 多 .固定 ,作为 * 的 函数 ， 
ACAs ) — Pd;o(w) & 1) 

是 一 广义 分 布 函数 ， 它 在 角 , (全 体 一 维 Borel 集 构成 的 = 代数 
上 产生 的 测度 记 为 4tA,，…). 

7i 关 于 4 及 4 的 广义 条 件 概 率 分 布 定义 为 满足 下 列 三 条 件 的 
函数 CjCs,B1AD), 其 中 自 变量 为 :€ 了 ,BE , 饮 ，: 

(x) 对 每 固定 的 ,Cj(s，* | 人 1D 是 钦 ，, 上 的 测度 ; 

(8) 对 每 固定 的 B，CC-,B]A) 是 T 上 的 铭 , 可 测 函 数 ; 

CY) 对 每 固定 的 B,。 B;€ 各 ,, 有 


| cAts, Bol ADACA, ds) = PilA:atew) € B,; Fi) € Bay 


这 样 的 函数 是 存在 的 9， 由 条 件 分 布 的 性 质 , 知 对 国定 的 B 
沈 , 有 


Cilss BIA) = PCyKoDe BIA es) 
《4- 几 乎 一切 59 (11) 
简写 City [0; wj] 1 为 Ciss nA | 
和 如 EF AE 之 0 又 ylw) 是 一 随机 变量 ,我 们 
以 PCK|4; 9 表 在 (4h, A ,PC |A)》 上 开关 于 ylwm) 的 条 件 概 


1 见 Deop [1], 第 一 意 , 第 9 节 . 
2*》 甘于 测度 4 ，) 几乎 一 切 了 


， 率 . 当 ， 是 多 个 随机 变量 时 定义 类 似 。 因 而 由 条 件 概率 的 定义 
POK, As Yo) < dh) — | CEI45 JPCdal14) 
两 边 都 消去 PC4) 后 ,得 z 
PK hy yo SO = | ,PRIA; Paw) C12) 


引 理 1 对 j, RE E，, ;> 0 及 Ae ws POA) > 0 在 集 Co: 
rio) 和 办 上 ,对 几乎 一 切 w 有 
Pix(lts w) = REA; ee, YF) = pti — Yi1) - (13) 
证 对 10; 本 中 的 s 及 s', 令 
= ANCees, ri 人 
= ANCe Es rR = 7 = 1) 
AN 二 从 


和 
由 站 Ka +, Ti ss = 一 太一 人 (U hi)N (rs 一 名 


由 于 Ca < 了 £) (en [9 St) ) -一 《om:zE Sj Cw)), (这 里 
4 电表 : 除 差 一 0 测 集 外 , 4CPB; 即 4 一 旦 ) 一 的 .根据 $3.2 
系 3 得 PKe 之 Yj 二 门 = 0 ;从 而 PCAs) 一 0， 再 宙 此 系 ， {em: Yi 一 
二 {w: :Ti 一 下， 疏 . . 

pC wD onc) | prt 一 DPC 
剩 下 要 计算 PLA x 一 科 。 为 此 对 每 # 空 0, 定义 

yu) = min {各 :加 7 至 ~ To x ( oj 一 让 
它 是 一 随和 机 变 盟 ， 和 由 7; 的 定义 及 开 的 完全 可 分 性 有 yo7 1 
yi (as w ETI), 故 ' | 
PC4 rs = R= limPlA:s oe Es rE, rN r= 


一 im 之 ， ef4; 他 ri Es 7 一 人 


2 


由 而 于 全 


Ee te 


因为 及 ?都 是 马 氏 时 刻 , 不 难看 出 


An(s 委 和 Yi 安 间 7 一 到 )e Bw" to 


收 由 《2) 得 
PC 二 和 一 lm Srl;e A 


1 


nm Ei 二 
ro 一 区 一 区 


PC 一 了 DPCda) 


fp TE TD) 


= 人， ps — roDPCzo) 
将 此 与 上 二 结果 联合 ,得 


PlA, a sy 7 


一 {pnt 一 vila) Pde) 


piatt — itw) PC ade) C14) 


| Ti 


这 对 [9,7] 中 尾音 < 下 于 都 正确 , 故 得 证 《13) 3 
引 理 2 条 件 概率 PKe 一 让 43w 一 中 的 一 个 代表 是 
rts zt|4) = { 站 — wetls, dul| A) 
EBD 去， 二 《159 
对 每 固定 的 5 0， rr， 4 在 [oo) 中 右 连 续 ; 又 C1 :| 仙 ) 
是 CG, 门 的 Borel 可 测 函 数 , 0 所。 所 +. | 
证 ”我们 有 | 
Pir jlA; oo) 一 于 (P[o = 7A; os YA oe), (as) 《163 
由 QD 及 《13) 《于 其 中 取 夸 宇 力 ; 知 (162 的 右 方 对 4- 几 平一 切 
?等 于 (15) 的 右 方 , 故 后 者 是 Px 一 庆 A;a 一 9) 的 一 个 代表 ， 对 
每 固定 *， 由 CG; #14) 的 定义 知 它 对 * 右 连 续 ， 注 意 六 (9 连 
续 ,由 (01) 知 7;(3, 寺 如 对 右 连续 ;再 由 六 后 连续 知 rjCs, 如 4 


sm 5 » 


可 表 为 G4, 分 的 Borel 可 测 函 数 的 Riemann-Stieltjes 和 的 极限 , 故 
它 世 是 6 和 他 的 Borel 可 测 函 数 # 

届 下 《as 或 (Cz, 系 对 了 一 [0， co) 或 Tx T 了 上 的 Le- 
besgue 测度 而 言 ， 如 某 式 中 苏 及 多 个 变量 , 则 依 其 后 节 写 的 次 序 ， 
使 此 式 成 立 的 “a.s.” 集 可 依赖 于 其 前 的 变量 ,例如 i, 之 0:a.s-， 
5E 10, 引 ” 的 详细 内 容 是 : “对 每 1: 守 0 及 f 全 0， 以 及 对 每 se 
[0; 是 一 ZG, 扑 , 其 中 案 Zz, ?的 4- 测度 为 0”. 

引 理 3 对 每 ikE ,有 
| raCss 1+ AY 一 >， riCss 1 PC 
Cas) Dr DD C17) 
> ritss EF [AY =1 {a.s)ss ts 【187 


对 每 i EB 及 (as 而 数 mw 140 在 [ee)7 中 连续 ， 
证 网 汪 为 马 氏 时 刻 , 对 0 所 所 世 六 > 0， 
PiA, 过 yx 一天) 一 >) PaA;w sy x = panty 


i 


这 对 每 ， 都 正确 , 故 由 条 件 梳 率 的 定义 ,以 概率 1 有 
fr = |A; 对 = 2 Plxs = 7|A; a} psn) 


因而 下 引 理 2 对 下 守 0, 《a.s.)s E190, 如, 有 
rtss 十 过 14 一 >) rr CC 《197 
C19) 两 方 都 是 6 1, 的 的 Borel 可 测 冰 数 ,此 由 引 理 2 得 出 ， 概 
据 Fubini 定理 , 知 (197 对 (as7r 及 Cas), El oo x [0， 
00) 正确 ， 因 此 ,由 引 理 2 中 指出 的 右 连 续 性 及 Fatou 引 | 理 
ratss 十 了 | 4 次 > riCss Z| AD pi Ct) 
(a.s.)s, 0 《207 
Dr td Ds, cd (21) 
7 


其 次 ,由 3 引 理 2 


由 dB + 


2 rits, 1A) 一 PCAlA: 6 一 5) = 1 
tf 0, (Ca.s.}s€ [0, 71 C22) 

个 由 Fubini 定理 ，(C22) 对 《as 及 《as 次 成立 ; 像 由 (19) 

推 册 21) 一 样 ,得 . 


2 rss tA EL (Cass fs C23) 


设 EE 为 《20) 或 《233 不 成 立 的 所 成 之 集 , 它 的 4 测度 为 0, 固 
定 s€ BEB“, 对 这 样 的 和 如 22) 对 某 成立 ， 则 由 C2 及 (23), 它 
对 一 切 更 大 的 + 成立 ， 既然 C22) 对 人 as 之 了 正确 : 故 它 实际 上 
对 一 切 :> : 正 育 ， 此 得 证 C18》. 因此 ,在 (521 中 从 而 在 56207? 中 等 
号 成 立 , 于 是 《17) 正确。 最 后 ,由 (18) 及 C17) 及 pii 的 连续 性 知 
对 Cass rtss [A 在 ,00) 连续 。 由 引 理 2, 对 每 #7jCs, 14) 
在 :< 右 连 续 ;, 故 它 在 名] 连续 # 
对 每 46E. 多 。 引进 画 数 rj(A; 门 : 


AA Dns td AOA: A) je Bs :0 (24) 
由 引 理 3 知 CA; 依 对 ze 连续 ,而 且 对 jte 及 1 z 沁 0 有 
rtA; D0; 2D rikh; Dd ~ P(N (C25) 


2 rhs DPC — rald; t+ (26) 


由 连续 性 知 存在 limriCA;t) 二 fA; 0)， 改 由 Fatou 引 理 ，(257 


及 526) 中 二 等 号 当 一 0 时 应 换 为 "之 ”。 下 面 说 明 +C4; 0 的 
概率 意义 ， 
引 理 4 如 所 是 典范 链 : 刚 对 4E 久 有 
PCA3 Em) = = rd; 0) jEE 《27》 
PCA43 名 Ce) 一 00).= PC4) 一 > riCA; 0) (28) 


了 
证 先 证 


(E00) = NN) = Cet) = ri(0)) C29) 


» DF 


a 一 


实际 上 上， 如 olw) 一 YjCw) Cas.) wm EA， 则 四 $3.2 定 理 1， 当 
saw) x(t, 0) 的 唯一 的 有 限 极限 点 是 i, 当 而 由 多 的 右 下 连续 
性 得 #8C0, o) 一 x(ey w》 一 ja w EA; 反之 ;如 0,0) 一 六 
则 由 vjCw) 的 定义 知 alm》 一 itm) (3.5.7 wm€ A 

出 (29) 及 (11) 

PA; 80, wm) = = PA; ako) = ye)) 


_ 


-Bh |) 


一 im i 已， (s, + 4 ) ACA; dy 


n.d0 


号 人 Ci el AYALA; da) 


由 (1)，CjG, :|4) 一 [or|4)。 故 得 证 《27?》， 注 意 ， 当 上 且 只 
当 #(0,w) EE 时 #0 w)》 一 00, 因而 得 (28) 。 
《三 》 现在 来 证 明 主 要 定理 : 
定理 1 典范 链 三 一 {x,, 32 0} 是 强 马 民 链 . 
证 ”我们 的 目的 是 要 证 明 (7)。 由 《8), 亦 即 要 证 明 : 
PlA; Et = 7 0 EN) 


= PCA, E(t0) 一 i) 本 Pa ~ £0) C30) 
. ep - 


由 引 理 ?， 
PCB) 一 DP(h; eet; (tl 4) =h) 
三 闪 


x P(x (了 2 二} 十 2 一刻 
EL 


#0 


ee ee Ei bi EE ee he 


1 <v< Nl (P+ lr 二 站 
之 ! 2 2 、 sy 吉 革 I | A ) 4C4: do 
i m+n 1] Sy 44 dN0 C31) 
其 中 
0 一 五 Pad 一 fo) (32) 


由 引 理 3 及 有 界 收 伊 定理 
jm PCB,Y) 一 F rass s+ wl AIACA: dO 
= rncA; mo £33) 


如 ug 站 由 8。, 则 存在 一 列 有 理 数 {r 4 elo) 而且 xCrk 十 


m= 1 n= 


lyst) 一 加。 0 < vy < 故 由 和 3.2 定理 1， 对 几乎 一 切 这 样 的 名 
有 #&(f,s wm) = Lm xia WB) cs 从 而 


Faiwmitip 


二 了 二 


由 此 及 (33) 得， 
POA; El1) = is OS EN) 2 lmP(B) 一 Ah 1)9 (35) 


人 U BEANUEQGD) i 0 Ev N) (34) 


将 此 式 两 端 对 一 切 j,€ E, 1 所 vv 亿 N 求 和 , 由 于 之 Pi 一 1， 
得 . 

. PA; Et1) = jo) > 三 i) ‘36) 
如 为 一 0, 由 (27)，(36) 应 是 等 式 ; 从 而 《35) 在 二 0 时 也 必 是 
等 式 (否则 将 与 (36) 为 等 式 予 盾 )， 如 吉之 0， 将 (36) 两 方 对 
jE 五 求 和 ,由 (25) 得 

PA) > 之 PCA; EC) = jo) > 和 rilCA; wm) = PCA) (37) 
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于 是 同样 知 (35) 在 罗 庆 0 时 也 取 等 式 , 获 得 证 
POAa; 二 Ce) 一 fos 0 < 如 过 NY) 


: . N—1 A 
= ri(A; 1 11 Pivivr Clet1 — fo) (C38) 
w= : 


由 《27),《36), (37) 知 
POA: E01) = jo) = Tilh; 1) Cn0) 《397 
代入 (C38) 后 即 得 (307 # 

(三 ) 现在 对 强 马 氏 性 作 一 些 讨论 .由 强 蕊 氏 竹 〈7) 可 推出 
(9)， 然 而 (9) 式 还 不 足以 说 明 oe- 后 链 [Ce w)s + 3 0} 是 以 原 
(py) 为 转移 裤 率 矩阵 的 定义 在 CA, A , PC |A)》 上 的 马 氏 链 ， 
因为 我 们 并 没有 证 明 它 的 最 小 状态 空间 含 于 ;也 就 是 说 ， 并 没 
有 证 明 原 来 的 附加 状态 oo 不 属于 a- 后 链 的 最 小 状态 空间 、 间 题 
发 生 在 :一 0 这 一 点 上 ， 由 于 (25) 中 第 二 等 式 在 :一 0 应 换 为 
>) rxA4; 0) 过 PCA)， 放 根据 (28)， 并 在 其 中 取 A 一 AE 区， 


i 


后 ,得 二 


PCS 号 00 |A) 0 C40) 
C40) 中 严格 = 之 ”号 的 确 可 能 成 立 , 例如 ; 设 X 是 具有 保守 密度 甜 
阵 而 县 辣 肝 满足 窜 前 与 向 后 二 方程 组 的 可 分 链 , 令 glw) 为 第 一 个 
飞跃 点 99Cw), 由 53.2 系 4 知 对 5- 后 链 有 Ee = |A)= 1, 
只 要 P(A) > 0， 
”虽然 如 此 , 由 (39), (37) 并 取 A 一 A 后 ,对 :>>9 有 


PCOS.E EIA)— DPPCE = iA) 1 (41) 
亦 即 
P(E #00IA)=1 (>0) C42) 


《40)，(〔422 表姐 ， 关 的 附加 状态 oo 虽然 可 属于 oc- 后 链 从 Cz, w)， 
fi 实 0} 的 最 小 状态 空间 ， 但 对 开 a- 后 链 {8Ci, w), 1 > 0) 而 言 
它 仍 是 附加 状态 . 

由 此 推出 下 列 重要 的 系 ， 令 B 一 《w:56Cw) 天 00)， 以 下 总 
假定 PCB) > 0, 注意 BCA, 


.OD 


te eh te me Ha rie 


系 工 设 基 一 {x tt 实 0} 是 典范 链 ， 转 移 概 率 和 矩阵 为 《pp， 
iy jE EE。 那么 定义 在 概率 空间 C8， B. 防 ,P(t'18)》 上 的 o- 后 链 
信 G, wm》, 1 实 0} 也 是 典范 链 ， 它 的 最 小 状态 空间 E' 含 于 转 
移 概 率 和 矩阵 是 《po ia j& E'"。 同样 结论 对 定义 在 (A, 人， 
EC-1B)) 上 的 开 eo- 后 链 售 Cz, oo > 0 也 成 这 ,. 

证 上 先 证 


C00) De Fe Ge 1 (C433 
实际 上 ,对 1: 宇 0， 令 4 表 wo- 集 | 


nr 一 (oz 是 {sy, uaERNM | 对 £, 于 十 a) 
的 有 限 极限 点 )e Fai2 ， 
其 中 中 表 六 的 可 分 集 ; 则 
(a < AON, o) = — Ce < ON o) ~—) 


mm 1 


-Use< et ) ne 


二 1] m=0 


此 得 证 (43), 从 而 8 一 [C&C0, 0) 一 站 Eo 


在 (30) 中 取 4 一 BC8(0, w) 一 问 ， 以 MB) 除 两 边 得 
PCECi = jo 0 Se ENIB) 一 PSO 一齐 瑟 ) 


MN—1 
Xx Il pisiot ior — 10) 
v= . 


Cw 一 03. 根据 系 1 前 的 讨论 , 在 B 上 的 -后 链 的 最 小 状态 空间 
E' 最 然 含 于 也, 这 事实 连同 上 式 证 明了 这 链 的 蕊 氏 性 以 及 它 的 转 
移 概率 矩阵 是 《ps 的 子 矩 阵 《pp i 了 € EE'。 此 外 ,这 和 链 和 的 Borel 
可 测 性 和 样本 函数 的 右 下 连续 性 由 总 的 相应 的 性 质 直接 推出 ; 测 
下 只 要 证 完全 可 分 性 ， 

设 起 :之 时 是 个: 袜 届 的 一 完全 可 分 、 可 滑 的 修正 。R 
是 [0, %) 中 任 一 可 列 称 集 ,对 B 中 几乎 一 切 ( 关 于 PY w。 有 
让 ?0) 一 Crs 0), 一 切 * ER。 其 次 ,因为 集 和 ym): Sts W) 声 


+ 141 。 


并 ao 天 YX 罗布 且 Po: S01, oo) A C0)) 一 0 对 每 固 
定 * 成立， 芍 由 Fubini 定理 知 对 几乎 一 切 w， 集 {:5C1, ww) 关 
1, oo 的 工 测度 为 0。 最 后 , 因 5:, ww) 的 样本 函数 是 xC- ,ww) 
的 样本 函数 的 尾部 分 , 由 $ 3 定理 2 (ii) 知 ， 对 几乎 一 切 wm， 上 集 
SiKo) 一 {f: #4; oo) 一 分 是 让 稠密 党 .联合 这 三 结论 后 可 见 :对 
几乎 一 切 wm, 一 开 区 间 如 与 SK) 相交 , 则 也 必 与 Sw)= {1: 多 1 
go 一 着 相交 ， 而 且 又 因 全 ,1 宇 呈 - 关 王 可 分 ， 它 还 与 RN 
$Cwy) 一 RNsiCw) 相交 ,《 任 一 了 e EB)， 这 说 明 对 几乎 一 切 wy 如 


te J SL), 则 必 存 在 的 子 列 fr 由, 使 > 1 5,60) > Ew). 


如: Swtw2, 如 如 Sky 一 o。 由 右 下 连续 性 , 仍 有 ee) 一 


2 一 名 Co。 这 得 证 完全 可 分 性 ， 
对 A 上 的 开 ce 后 链 {Ci oo 0} 的 证 明美 似 入 
下 系 说 明 we- 前 = 代数 多。 与 or 后 5 代数 的 条 件 独 立 性 ， 它 
是 强 马 氏 性 (7) 的 一 个 直接 推论 ， 
系 2 设 X 是 强 马 氏 链 ， 又 P{5C0) 一 他 全 0 1715 瑟 ， 则 对 任 
意 46 狗 。 Ce 多 有 
-PC4C1 基 拉 一 力 一 PCANECD) = PCIECO) = (44) 
特别 ,如 存在 某 je ,使 
SO 一 了 fas joEA SE (a < co C45Y 
出 久 , 与 多。 关于 油 度 想 - 1 人) 独立 , 即 对 任 AE 社 ,,CE .多 5， 
有 | 


PCAC |AY = PCAILAIPCCT AY C46) 

证 设 C= 人 (1 一 jo, 1 用 vv 志和 N), 如 至 少 有 -一 j, 二 00 

广 志 之 0。 由 (42) PC 一 00) 一 0, 故 (4 入 成 立 ; 落户 一 0 因 

C80) 一 00 站 (0D 一 从 一 由 故人 443 也 成 立 ， 因 而 不 外 设 一 

切记 天 ,1 三 vv 三 N， 在 (C7) 中 取 加 二 0, 广 二 记 并 这 PCEC0》 

一 六 除 两 边 后 ， 即 知 (4 人 对 C= (1) 二 ,1 壕 v 所 NI 成 
了 由 ,多 。 的 定义 可 推 知 (44) 对 任 CE 号。 痢 成 立 . 

-O02* 


5 《457 成 立 。 C44) 醋 沟 C467) # 
仿照 $ 1.5 定理 1 及 $1.6¢18) 的 证 明 ， 


由 强 马 氏 性 可 推 得 


Elflxta + ,0B = EaflrC, wm)) (asmE A C47) 


这 里 了 是 定义 在 Btem 上 的 关于 乡 " 可 测 的 有 界 函 数 。5. 是 王 


中 全 体 子 集 所 成 的 o 代数， 


第 四 章 “马尔 科 夫 链 中 的 几 个 问题 


54.1 人 1 律 


{一 ) 在 过 程 论 的 研究 中 ,往往 出 现 概 率 为 0 或 1 的 事件 .对 
于 独立 随机 变量 序列 {x,}， 这 一 现象 是 周知 的 。 例如 。 事 件 (am; 


> :C0) 收 伍 ) 的 概率 只 能 是 0 或 1， 近年 来 对 于 马 氏 过 程 , 类 


二 人 ] 


似 的 研究 也 日 益 需 要 .这 一 节 的 县 的 ,就 是 对 这 种 现象 , 作 一 系统 
的 讨论 . 
设 久 二 {xCwm), 1 宇 0} 是 取 值 于 互 一 1, 7 ') 中 的 可 列 
蕊 氏 链 ,有 转移 概率 为 pjCs, 站 人 《不必 是 齐 次 的 ) .考虑 下 列 o 代数 
MN {rR N= A 
A F(x Eu Min= Ns 


0-1 律 有 玫 穷 近 与 无 穷 辽 的 丙种 , 先 氢 述 前 一 种 . 

我 们 说 .对头 无 穷 近 0-1 律 成 立 , 如 果 对 任意 * 衬 DieE 及 
A4E .Nip 有 Pd 一 0 或 工 

命名 的 根据 是 : Nip 可 直观 地 看 成 上 距 。 无 穷 近 将 来 中 的 事 
件 所 成 的 9 代数 ， 

定理 1 于 列 二 条 件 中 的 任何 一 个 都 是 使 对 X 无 穷 近 0-1 律 
成 立 的 充 划 条 件 : 

《4A2> 对 任意 0 过 <xs TB， 存在 一 列 {4}，!s4s， 使 对 一 
雪 总 五 ,有 


,ts W) piiCss HY C1) 
其 中 P,, ;lim 表 依 概率 pb,,; 收敛 ; 
《B》 对 任意 0 二: 二 1 壕 w 1EEB,it EE, 有 
P,, xs 一 i| re) = paritr, 区 《as (2) 
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证 对 尾 喜 0 所， 实 加 <zo 和 ii 古寺 马 氏 性 有 
Pp,, rx 一 | 一 PP i Con #) CP,,; ;a.5.) (3) 


令 volr 守 二 , 由 Martingale 收 伊 定理， 全 存在 极限 
lim Psalxs = 7 14 一 P,, :Cx 一 让 .From CP,,; as 


故 由 (3) 知 极限 limp。, ,Cv。， 4) 存在 而 且 
Ps Cn = i| A 0) 一 lm p. ,Vn | 《Pr a.5. C4) 


将 任意 & 记 0 及 0 和 :所 ?所 7 所 ny 有 
P|prili, uy 一 PriCrs. wy)! ~ ED 


= | PaiC | pants #) — patrs | > el NDP, dm) 


mo. 1. Pr zo [Pi wu) 一 Paritr wy | > eyp,, dma) 
= BD Plpte, 内 一 puCrs tl > epalss r+) (5) 


今 设 CA) 成 立 而 欲 下 CB)， 由 (1), 对 任意 ,二 4 je EB, 必 
存在 一 列 ra 4 使 对 一 切 e ,有 
Bropn AC lp, Cras 网 — pubrs 4)1 > 一 


取 (5) 中 的 : 为 ru 并 令 w -> co, 由 于 5 pra, 7) 一 1 可 在 
> , 号 下 取 极 限 。 故 得 


vires Hm prilrs - (6) 


出 于 《 必 中 {ew} 是 任 一 满足 vo r 的 序列 。 特别 可 取 v4 一 rm 
比较 《4), (6) 并 注意 依 概 率 收 敏 航 限 的 唯一 性 ,可 见 
Poixe nl Nt) 一 Pigrs (Psai) 《77 
对 任意 0 所 迄 ?二 wf 及 EF,iEF 成 立 。 如 果 r+ 二 ww,，(7) 式 
仍 成 立 , 因为 这 时 双方 都 等 于 XtyCxr) (Pi,: a-5- » Xm 性 是 {让 的 特 
征 阔 数 , Xeon 一 65;. 
次 设 (BB 正 硝 而 欲 证 天 穷 近 0-1 律 成 立 ， 由 C2) 并 根据 E 的 


= 105 


可 列 人 性 , 知 对 任 4e.gyz7 有 

， PRA Ni = PA) 《Pi as 《82 
在 (8) 中 取 一 *， 46 .to， 则 左 方 由 条 件 概 率 的 性 质 应 等 于 
4 的 特征 函数 % 攻 ao)， 人 而 者 方刚 显 然 等 于 Ps,:C4A)， (CPs, as 
而 


PP 从 = 一 XaCw) CP,,: as 
这 式 说 明 已 .几乎 .YLCo) 是 一 常数 ， 这 常数 是 0 或 1 从 而 
Pd 一 站 或 工 
最 后 设 无 穷 近 0-1 律 成 立 而 欲 证 (4A)， 在 证 547 时 已 证 对 性 
一 列国 :ss < 4， 存在 极限 jmp。 ,C1os ws 《Pia.s.》 在 此 极限 
无 定义 的 wm 上 补 定义 为 0 后 ,让 视 限 显 然 为 Nt 可 测 , 一 切 #: 因 
而 必然 为 No = 门 _N5, 可 测 。 既然 由 假设 71146 只 含 PP 。 测 
庭 为 0 或 革 的 集 , 故 存在 与 口 无 关 的 常数 c。 使 
lim mp, i 8 一 了 《P。 a.5.) . . (9) 


剩 下 只 要 证 c 一 pir, *)。 为 此 ,利用 蕊 民 性 及 (9) 得 
Ko ) = Pislxs = i) = Ps i # i) 
| Pe 江 fe> uw)P,, dm) . 


tres=i}y “ts 
一 | cPifarm7 一 
《2 
为 了 要 得 到 一 些 使 无穷 近 0-1 律 成 立 的 充分 条 件 ， 只 需 对 
priCss 加 些 条 件 以 使 CA) 满足 . 
称 Cpriks, 人 站) 为 右 标准 的 ;如 对 任 一 :+ 法 0,， 有 


‘mpi 人 一 1 《一切 i& E) 《102 
特别 ， 如 (pkrs 芒 ) 是 齐 次 的 ， 则 右 标准 性 化 为 标准 性 ， 即 化 为 
im pi = 1 CQ 切 i€ E) C11) 


定理 2 如 的 转移 概率 矩阵 《piks, 12) 有 标准 , 则 对 六 无 穷 
近 0-1 律 成 立 . 
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证 ” 先 证 在 条 件 (10) 下 ,piss 中 是 s& [0, 的 右 连 续 函 数 ， 
实际 上 , 设 z+ 1 出 
Pir> 站 一 Piiksy 四 一 ptr, Ay[i 一 piils, +*)] 
一 >, Ps + picrs 2) (12) 
上 二 . 
布 方 两 项 都 不 超过 上 一 2677 故 
[pairs DD — pr DI ET psy 7 《Cr (C13) 
其 次 ,对 任意 e 盖 0,s 志 + < 上 有 
PsiClxi— | > = DP — x > e)Pyls, 7) 


= > [1 ~ 一 piikry 2)]pijtss +) 


册 (10) 并 注意 2 pre >) 一 1， 和 根据 控制 收敛 定理 得 
limPClz — zr| > £7) = 0 


改 存 在 一 列 上 了 r， 和 使 


了 ze 一 rx, (CP,; a.s.) 


因为 互 中 扎 扳 主 ， 故 对 Pi 几乎 一 切 w， 存 在 正 整 数 NCo)， 当 
?2 Ko 时 ，xo(eo 一 xw》. .于 是 由 C13) 得 
lim DAs, ， CF 天 于 uy 一 PrriCr, Ht) CPosa.s-) C14) 


rntr 
点 列 fa 的 选择 虽然 可 能 依赖 于 i; 但 由 的 可 列 性 ， 利 用 对 角 
线 方法 ,总 可 选取 一 列 {tn} ,164 rs 使 (147 对 一 切 测度 PoCi& EE) 
成 立 。 在 C14) 中 取 7 二 :有 即 得 证 CA)8 . : 
系 1 如 鲜 是 齐 次 马 氏 链 , 具 存 标准 转移 概率 矩阵 , 则 无 穷 近 
0-1 律 成 立 ， 
例 I 同系 1 中 假定 ,此 外 还 设 生 可 分 ， 对 互 的 任 一 子 入 五， 
定义 二 集 
Sm) = (txto) € H) C15) 
令 有 4 一 Cw Ss(w) 站 Gs 十 2 一 由 对 革 s > 0 成 立 ), 由 表 空 集 ; 
"1107 


并 令 4 ~ (0: Santwd NN (s + 十 二 一 4 小 显然 cd， 


4 一 (de lmA, 《167 


玫 二 1 


入 如 中 清 旋 可 分 竹中 例外 的 概率 为 0 的 集 后 ，4oe .Ali， 改 


有 ENir 出 系 1 得 
PA) 一 0 或 1 
例 2 作为 无 穷 近 0-1 律 不 成 立 的 例 。 设 和 只 有 三 状态 0，1， 
2,， 有 章 次 转移 概率 为 


pu) 一 1， pu) 一 各 人 一 一 《> 0 


Pu = pt) = G0) 
可 选 藉 的 一 修正 ( 仍 记 为 X), 使 它 的 一 切 术 本 函数 在 £0 连续 . 
“ TOY = infft:r > 0 wm) = 1) 
4 一 《wx:TCoD = 0) 
显然 此 时 4 一 ko:xeKoy 一 1) € A D > 0 任意 ， 故 
EN 然而 PCAD = punts) 一 一 


《二 >) 现在 来 讨论 另 一 种 01 律 
令 也 一 0 A 又 五 关于 Pi 的 完全 化 0 代数 记 为 Ts. 如 


i> 0 
对 一 切 A4E€1,， 有 PA4) 二 0 或 1， 就 说 PP, 无 久远 0-1 律 成 
立 : 如 对 任 一 : 空 0,1E 了 P, 汪 无 窒 远 0-1 律 者 成立， 就 说 无 
穷 远 0-1 律 成 立 ， 直观 上 可 称 I,,; 中 的 集 为 尾 事 件 ， 以 后 4 二 
BOP 中 表 P.AAAB) SP (A\BIU CB\ADN] = 0. 

-下 定理 中 结论 Ci) 刻画 了 全 体 尾 事 件 ，GD, Gii》 则 给 出 此 律 
成 立 的 充 要 条 忻 ， 

定理 3 任意 固定 4&1 

《2 4 可 表 为 
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起 一 站 U 《xs € 也) 一 U 站 《xn E.,), CP (17) 


= 1 #4 =m 二 六 二 于 
其 中 {4} 为 任 一 列 常数 , 人 00, 而 ,CECE,} 依赖 于 {i}) 
GD) P(A) 一 0 或 1 的 充 要 条 件 是 ， 存在 常数 列 {4} 5 1 
cs 《因而 对 任 一 列 如 此 的 {zw3)，, 有 
iimP, 《4) 二 co《 常 数 )。 《Par7 C18) 
此 时 必然 有 pCAY = ec. . 
Kiiiy 如 定义 在 《9， .As Pi,;) 上 的 过 程 【PK 二 实 直 可 
分 , 则 PitA) 二 0. 或 1 的 充 要 条 件 是 . 
EmpP,, a A = es, Cp, as (C19) 
证 ”只 须 对 46E 并 证 明 ， 出 蕊 针 性 
PCA1 NE) 一 Ps CAY, CP,,i a.5.) 
令 * 沿 任 一 列 {1 而 趋 于 co ,并 注意 4€ CA’, 得 
Kao) = PAA1 ND) 一 limP, . x CCAD CPeias) . (C20) 
任 取 常 数 你 3 o re i, 令 
Es = CPA > EE C21) 
对 叱 {Eo}, 《17) 成 立 ， 实 际 上 , 以 岛 表 集 
Ca:Xam) 一 limP, ,x CA 
由 {20), PCOo) = 1. 如 mE Ado, 则 次 直 四) 一 工 ， 喜 对 一 切 充 分 
太 的 ms 有 Pi, tC A) ~ 0 亦 即 CO) E En, A 而 


[是 习 U 站 《xz E.) 


反之 ,如 ww 0 一 4, 则 Xstw) 一 0， 由 we 妈 还 知 , 对 一 切 充 分 
大 的 # 有 已 ， sd) 所 ga 让 到 x,CwjE EB; 从 而 

E 间 U Cx E FY) 
故 得 证 ， 除 可 能 差 一 P;,; 零 测 集 外 ， 
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U Ce EICAC TU (YN re Eo) 


二 1 用 一 隔 


但 左 方 集 轩 人 詹 包 伪 右 方 集 ， 故 得 证 C17》. 

为 证 Ci), 只 要 证 存在 一 列 太 1 50 全 (182 成 立 是 P43 二 8 
或 1 的 充分 条 件 ,而 (18) 对 任 一 列 吉 1 oo 成 立 是 必要 条 件 . 

设 (18) 对 某 列 #1 co 成立， 对 照 (C18) 与 C20); 可 见 seoy 一 
cPoias.)， 故 c 必 为 0 或 1 而 是 PAA4) 一 ce， 有 反之, 如 已 .TCD 
二 0 或 1， 则 Xs = 二 0 或 二 1CP5ia.5.)。， 由 C20) 知 , 对 任 一 列 
zs 和 cos 有 limP, ,, C4) 一 0 或 hmP， ,5 (CAD 一 1 (CPia.s.》, 在 


前 一 情况 取 c 二 0， 在 后 一 情况 取 < 一 1 即 得 证 (18) 对 任 一 询 
ts 和 0 成立. 

最 后 ,如 {PwCA),# 守 是 可 分 过 程 , 则 《ii 由 《iD 及 可 分 
性 推 由 Ds 


注 1 以 Dp 表 o 代数 H FP {ry 4 关 坟 } 关于 Pi 的 完全 


化 5 代数 ,t,t 0 为 任 一 国定 序列 . 17D) 旋 东 开 ,i 二 Ep, 因此 ， 
对 下 的 Pr- 无穷 远 0-1 律 的 研究 ,化 为 对 序列 {zoo 之 0} 的 相 
应 的 研究 ， 

例 3 设 {x,， :> 0} 是 由 独立 随机 疡 量 组 威 的 过 程 ， 此 时 
Ps; 一 了 与 # 及 i 无 关 , 故 (21) 中 的 ;为 FE 或 空 集 , 从 市 C17) 化 
为 <4 二 0 或 4 二 中 ,于 是 P(A) 二 1 或 0. 这 给 出 周知 的 独 开 随机 
变数 列 满足 无 穷 远 0--1 律 的 另 一 证 明 . 注意 C182 也 满足 ， 

(三) 从 现在 起 只 考虑 齐 次 蕊 氏 链 X。 由 于 转移 概率 Cp 站 的 
齐 次 性 ,这 时 不 宜 考 虚 了 (二 11,7) 而 考虑 它 的 于 0 代数 2- 

令 4EG 如 AEH, 而 且 对 任 一 *: 守 0 有 P96.4A&.1) 一 0, 9 
为 于 的 准 移 算 子 ?>， 定义 


了 网 Doob [1] 第 - [第 二 - 音 ， 定理 2， 了 

2) 过 避 六 7 一 Taifoo zt20 的 上 加 0 推荐 为 过 程 革 HT = xp) 于 0 
可 依赖 汪 名 !; 设 呈 为 定义 在 mY 上 的 饥 吕 0 可 测 病 数 ， 名 是 二 (站 中 全 
体 子 党 所 成 的 民 数 ,又 直 0w) 一 CXT), 称 #( 多 ) 的 :推移 为 9,8 二 gCXi4r}. 

直观 地 说 ， 上 如 何 护 环 于 Xr, 则 9 以 同样 方式 依赖 于 站 Hz :如 BE {Xr]}， 

虽 乐 日 吾 机 下 式 定 艾 : Xera 一 Bp; 
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A= NW 


EE 
并 称 扫 中 的 集 为 不 变 集 。 由 于 
POA SD = PAOAI NO = PCAY, (Pia.s.) 
Xa wm) 一 JimPK4 [71 一 lim P。， CAY, {Pia.s.) (C22) 


正如 由 (20) 可 证 朋 定 理 3 一 样 ,由 C22) 可 证 明 下 定理 : 
定理 4 任意 固定 AE 及 1€E BE, 
《iD 集 4 可 表 为 


工 二 六 U 《xm € =U 站 [rreE ee 《Pias C23) 


其 中 eco 一 CPP > 办 到 BBsee<lyafoo 任意， 
《ii 为 使 PAL4) 一 0 或 1， 充 要 条 件 是 存在 一 列 常 数 {1,}， 
加 咎 00 《因而 对 任 一 列 如 此 的 {1,)), 有 
LimP，《4) 一 c，( 常 数 )，(Pia.s.) (24) 
这 时 必 有 P(A4) 二 c. 
Cii 如 C8， A Pi) 上 的 过 程 {PC4), 关上 时 可 分 ， 则 
PA4) 二 0 或 1 的 充 要 条 件 是 
- lmPa(A) 一 cy CP as 《25 
《四 ) 设 天 的 转移 概率 pi(#) 是 :的 工 -可 测 函 数 ， 因 而 是 
1& 《0，co》 连续 函数 ， 称 状态 人 se BE) 是 X 的 常 返 状态 ， 如 果 


| psa = co; 称 过 程 六 党 返 ,如 一 急 状 态 常 返 . 
引 理 1 i 常 返 的 充 要 条 件 是 : 对 某 一 (或 每 一 ) > 0， 
Dy tai 一 oo 


证 设 E 已 按 $2.1 对 Cpi?) 分 解 为 了 ,1 7 如 5 下 ,由 
$ 2,1 知 


sll 


人 pul dz 一 2 paCas) = 0 
砚 只 又 考 虚 i EF. _ | 
如 i1EF， lim Pats) 二 声 之 0, 有 注意 到 pitr) 在 C0,c0) 的 连 


续 性 发 恒 正 性 , 知 
CHI min pCr) 之 站 
目 呈 了 二 和 


易 见 
了 十 min, bal) 一 plr)aCh) 
mh) = whe ts palt) 2 pa na) 
类 似 有 MA = :max putt) & puCln tr 119/604) 
9 
联合 层 二 等 式 , 得 


_、 N—1 Mk 
BCA Si pisCnh) < A mh) < | 让 硬 
nx 首 王 站 


< D3 MCAY < BCAYTIA > putnh) 


令 和 N 一 co 后 即 得 证 引 理 中 的 结论 * 

对 六 之 0， 浇 卡 过 程 区 二 {x:,z 守 0} 的 喜 散 骨架 . 

Xi 一 {zs = 0, 1 2，.- ”06) 
X; 是 一 具有 离散 参数 的 齐 次 马 氏 链 ，* 步 转移 概率 答 隆 为 
CpoCnh)), is jEE, 

XX; 与 有 相间 的 开始 分 布 ,定义 在 同一 概率 空间 (0, 站 1 上 . 

由 引 理 1 得 知 ，i 是 X 的 常 返 状态 的 大 要 条 件 是 :对 zs 党 
返 《 任 意 4 > 中， 取 一 1， 由 离散 参数 马 氏 链 的 理论 知 ; 此 时 
有 ? - 


pCxs 一 1 对 无 穷 多 个 四 二 1 0 


1) 见 主 碎 孝 [1], 52.7, 14, 
+ Tl2. 


说 关于 X， 自 可 到 ji 并 记 为 i 一 >j， 如 存在 上 > 0, 使 
Pi 人 > 0。 由 52.1, Pik 站 祈 0， 克 关于 XX 由宇 也 可 到 半 反之 
是 显然 的 。 因 而 "i 一 1” 的 概念 对 关 与 对 XX; 是 等 价 的 。 如 i 字 
jj 就 说 局 i 互通 ,并 记 为 1 志 >j | 

定理 5 设 (pg;) 是 可 测 转移 短 阵 ，2 常 返 ， 则 对 任意 4 € A， 
有 PCA4) 一 0 或 1， 青 如 i 一 之 jj， 则 piC4) 一 p;(A0 或 者 同 为 09， 
或 者 同 为 1. 

证 出 (22) 知 对 证 几 了 一切 存在 极限 limPx.(4》; 由 


C27) 得 


limPsCAY 一 PA》 《常数 ) CPia.s.) 
玖 C2 和 和) 对 二 二 5 及 ec = PAAD 满足 ,从 而 Pd 一 0 或 1. 


其 次 ,有 
. PiCAY) = BEPC 上] = ElPCO A | .4,2)] 


EPA(D) = DPK + (28) 


出 i 一 > 知 存在 :之 0, 使 pj 记 0; 取 (C28) 中 的 # 为 此 ,如 
PA4) 一 0 下 《2 人 得 Pd 一 0 如 P42 一 1, 注意 到 . 


> pi = 1 


RPAAI = 1 8 
系 2 设 (ai 为 可 测 转 移 和 矩阵, 一切 状态 互通 、 常 返 ， 则 对 和 尾 
意 4E, 有 . 
PAA4) 守 0 (一 荐 站 ,或 PC4) 二 1 (一 切 让 (029) 
志 于 系 2 的 启发 ,引出 下 列 定义 : 
” 设 久 为 齐 次 马 氏 链 , 如 果 对 任意 4€ (29 和) 成 并 ;就 说 对 X 
强 无 穷 远 0-1 律 成 立 ， 此 律 的 进一步 研究 留待 下 节 . 
例 4 设 卫 为 定义 在 E 上 的 非 负 阔 数 ,过 程 关 可 测 ，(pii) 也 可 
测 、 岂 


(e : 人 fx 下 一 oo) 一 (e ， Kea 2 oo) 
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Hd i me i i 


| 一 0.(o : 人 其 xz Ar 一 ~») 
知事 件 4 一 :Kae 一 je 故 如 第 返 ， 则 PC4) 一 


0 或 1 特别 ， 取 为 集 有 CE7 的 示 性 通 数 ， 列 4 化 为 Ca: 
三 [Seao7] 一 97, 其 中 Sako) 由 (15) 定义 , 而 工 表 Lebesgue 测 
度 . : 


$ 4.2。 常 返 性 与 过 份 函 数 
(一 ) 设 (pi) 为 可 测 转 移 矩阵 ,在 ;4.1 中 已 经 看 到 :状态 ; 
的 常 返 性 “| pia) de 一 co” 等 价 于 “> p(nh) 一 00， 之 0 任 


意 ”; 即 等 价 于 : 在 离散 上 骨架 XX， 中 的 常 返 性 ; 因而 也 等 价 于 : 
PCxs 一 对 无 穷 多 个 汪 一 # Co] 成 立 ) 一 1 《1 
在 本 这 前 三 性 中 ，, 我 们 总 设 《pp 六 标准 ， 对 这 种 矩阵 , 常 返 性 
有 更 多 的 等 价 性 质 ， 任 取 以 (pi) 为 转移 概率 矩阵 的 可 分 、 可 测 过 
程 尖 二 {xt 宇 00, 仍 令 5;C0) 一 {zxC0) 一 自 : 工 表 Lebesgue 
测度 
定理 1 设 ? co0, 出 下 列 条 件 等 价 : 
(7 党 返 ; 
Gi) PCSKcD 无 界 ) 一 1; 
CiD PE [So7] = oo7 = 1 ”| 
证 CQ) 一 《这 : 由 《0 即 得 .62 一 人 D: 只 要 注意 
E:LISCm)1 一 E; 上 XnCr ds 


= 下 EXinCri) dr c= 人 pu ds (2) 
莘 下 只 朗 证 CD 一 Cii》。 为 此 只 要 证 关于 概率 了 了, 有 
如一 fgi(o] 无 界 }=={L[S,Cw)] 一 00} 二 4 
实际 上 , 对 a.s. uc di 我 们 有 xCwm) = i 对 RR 中 一 无界 子 
集中 的 成立， 恨 表 可 分 集 ， 由 $3.1(017)， 对 任 了 > 0, 存在 与 
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oh 


+ 光 关 的 常数 5 一 (7) 之 0, 使 
ps {LSA N Cr,» + ee]> 上 | > 1 一 了 (3) 
故 对 每 ER 有 
局 
P 民 [scoonGseo)1> 5} 


2 lim Sr{e(r+t) i 0 <vem;r(r+ ee) = 


bi 


Pa 全 [sn 十 于， “)| > 2} 
之 PCADCIT 7) (C4) 


令 r 玉 0, 得 PC42) 守 PLAWCI1 一 7)， 由 ?的 任意 性 , 得 PCA;) 
全 PCA); 但 P(A 所 PC4D; 而 且 4: 忆 Aiy 邦和 A 二 4; 浊 


附带 指出 ， 如 人 pri(9 < co, 由 (2) 知 PL4s) 一 0, 结合 


Ga 可 见 : PLD 一 BCL 只 能 为 0 或 1 视 人 ps(94de < oo 或 
一 而 定 . 
常 返 性 的 一 个 更 简单 的 充 要 条件 如 下 : 证 X 是 典范 链 , 对 任 
瘟 i 五 , 定 交 
To 一 inf C1:f > 0 to 一 人 《5 
当 右 方 括 号 中 :- 集 空 时 , 令 zw) 一 20. 令 2 一 《zengoy < co)， 
由 X 的 有 下 灶 连 续 性 ,各 
tf wi CwE dD) C6) 
村 #0 为 首 达 ; 的 时 刻 ， 它 是 $3.3 (10) 中 所 定义 的 yj(w) 的 
特殊 情形 《在 那里 应 取 j 二 i, ctw) 三 0), 因而 是 瑟 氏 时 刻 . 
定理 2 设 X 是 扑 范 链 ， 则 X 是 互通 的 常 返 链 的 充 要 条 件 是 ，; 
对 任意 i jE E， 


bp; CO; 了 一 . C7) 
证 定义 两 列 随 机 变量 7 Co， 并 (Co 一 1 2 


“lls 


了 一 Fe, Kk = Li) 

=], KmIi+Ok (8) 

1 = Kes Or ly Ko= ls OR 
直观 上 ， 1 为 首 达 i 的 时 刻 ，K: 为 首 达 5 后首 达 旬 的 上 时刻， 
为 到 达 i 再 到 下 后首 达 守 的 时 肇 ，…… . 它们 都 是 马 氏 时 刻 ， 而 
且 


fo mi, 如 weElI, < 00) } 
xCKss wm) = RR, MeetKs < cp) 

今 设 《成立 , 试 证 对 任 7€ 五, 任意 正 整 数 ”。 
PE < 0 = 1, PAK, so 一 工 

”实际 上 , 当 w 一 1 时 此 由 C7) 正确 ， 设 上 式 对 = 一 生成 立 , 由 

强 马 外 性 及 (7) 得 

~ Pll eco 一 下 并。 < 00, Kn + Or l: < 00) 


C9) 


= PK < 0, Or,Ch 00)) 一 人 i Pcgmll < 0)P( dm) 


= PrCH < co)PIKK Il 
同样 可 证 PC(Kmwri < 00》 一 1 
于 是 由 刚才 所 证 及 T。， Ks 的 定义 ,得 
DR KZ, Chas.) 
因而 {1。},{K,} 有 公共 的 极限 了 各 果 FCw) 过 co 则 当 z+ 和 Cw》 
时 , 根据 (9), xz wm) 有 两 个 有 限 的 极限 站 及， 此 与 $3.2 定理 
1 孚 盾 : 故 
limiaw) 一 HnK(o) = 00, (Pias) 
此 结果 当 了 一; 时 自然 也 成 立 :, 这 与 9》 中 第 一 式 联 合 后 ;可见 定 
理 1 中 条 件 CD 满足 , 故 得 证 ; 的 常 返 性 Ci EE》. 
由 于 (py 让 在 (0, co 上 或 恒 为 '0,， 或 便 大 于 0, 并 注意 477 得 
zi 区 之 0, 政 一 切 状 态 互 通 ; 这 得 证 (7) 为 和 互通 常 返 的 充分 条 
忻 ， 
上 友之， 设 X 互 通常 返 , 那 么 Xs 亦 然 。 根据 具 离 散 参 数 马 氏 链 
的 理论 ,对 j,iE EE， 有- 


* 于 在“ 


pCxo4 一 ;对 死 穷 多 个 = 成 立 ) 一 

由 此 即 推 出 (7)4 

- (二)》 联系 于 马 氏 链 XX, 有 一 类 重 蛮 的 函数 ， 过 从 函数 和 它 的 
特殊 情形 -- 一 谓 和 函数 ， 它 们 与 常 返 性 和 无 穷 远 0-1 律 则 有 着 密 
切 的 联系 ， 

设 X 的 转移 概率 为 pjj(f), 1, 7 EE。 定 六 在 E 上 的 非 负 函数 
《可 取 co 为 值 ) f 称 为 [关于 外 识 (p11)] 过 份 的 ,如 果 对 任意 : 关 0， 
有 

DO) < A Ge EY (10) 


称 有 限 、 非 负 汪 数 1 为 (关于 区 或 CD) 调和 的 ,如 果 C10) 式 取 竺 
号 

如 XX 是 具有 离散 时 间 参 数 为 2 = 0, 1, 2，… .的 齐 次 马 氏 链 ， 
一 步 转移 概率 为 py。 同 祥 对 它 可 定义 过 份 函数 与 调和 函数 只 要 
把 (19) 中 的 * 理解 为 正 整 数 4, 其实 这 时 要 使 (10)( 或 其 等 式 ) 对 
一 切 正 素数 成 立 ,只 需 它 分 别 对 # 一 1 成 立 就 够 了 。 

设 X 一 {x 4 > 0} 的 离散 骨架 为 XiC4 > 0), f 是 X 的 过 份 
(或 亩 和) 函数 , 由 定义 显然 可 网 了 也 是 X, 的 过 份 (或 调和 ) 函 数 . 

定理 3 设 交 的 转移 概率 矩阵 (pp 标准 ,一 切 状态 互通 , 则 X 
常 返 的 充 要 条 件 是 它 的 任 一 过 份 函数 等 于 一 常数 . . 

证 由 互通 性 及 $2.1 定理 4, 吉 (2) > 0 (> 0). 设 f 过 份 ， 
如 在 基 训 有 Cj) 一 co。 则 由 


TD > 之， pC PF iT 一 oo 
知 fC) = ooGie EF) 故 民 要 考 卉 有 限 的 过 份 函数 ， 


设 X 当 返 , 是 它 的 月 限 过 份 函数 , 则 和 也 常 返 ,而 生 了 也 是 
义 ! 和 的 过 份 函数 ;因而 . 


Fm) < FD, GEEY . (C11) 
考虑 随机 序列 {fx。)》, # 尖 0}, 由 于 马 氏 性 及 (11), 有 


ll?s- 


EFCxst) [xos "as xn} 一 E,{fCxon) |x,} 
一 > puuiCDKD S Hr) CPia.s) C12) 


这 说 明 [fxw)， 久 {xo，…s xo}] 关于 测度 Pi 是 一 半 软 。 由 后 者 
的 收敛 定理 ?, 存 在 有 限 极限 


lm fC#0) — §, CPiacs.) C13) 
由 X, 的 常 返 性 及 互通 性 ;对 任意 jEB.，。 
p(x, 一 了 对 无 穷 多 个 四 一 1 4) 


由 (13), (14) 得 Pts 二 10)) 一 11。 由 于 性 普 ， 又 有 PE 一 
FA 一 1 从 而 基站 一 藉 和 人 G Ee )， 这 得 证 必要 性 ， 
” 今 设 年 一 过 份 图 数 是 常 球 ， 由 (pi) 的 标准 性 ,不 妨 没 怀 是 典 
范 链 ， 对 任意 ;e E, 定义 随机 变量 
rom) == inf Cs ‘s > 0, reps) 一 六 
如 括号 中 一 集 空 , 就 定义 它 为 co。 再 令 四 
艺人 门 一 局 Cr < 00) 一 Pitot em) 5) 
rm 一 rz 各 是 首 达 i 的 时 刻 ，z 站 是 :以 后 首 达 的 时 刻 ，1C 站 是 
内 了 出 发 ,终于 要 独 达 -的 概率 .我 们 证 明 ， { 是 一 过 份 函 数 。 实 
际 上 
之 PACOFHCE) 一 EifCre) 一 BE sXe em) 
-= BAX en — EiXirtilee) 
< BiXt em) = fC7) 
由 假定 ; 万 六 = <〔 常 数 )。 根 据 X 的 右 下 半 连 续 性 ,显然 有 f(D = 
I 从 而 。 
Pi(r < 天 oo) 1, Cie 8) 
由 定理 2 即 知 克 常 返 # 
{三 ) 与 定理 3 祖 应, 试 考 让 强 无 鹤 光 -1 律 与 调和 台数 同 的 
关系 。 为 此 对 X 加 些 条 件 . 


1 网 DaRKHN [2 ，?739 页 . 


工人 各。 


称 世 一 fx 站 是 右 连 续 链 , 如果 对 任 一 对 《5 ) 2 
关 %, 而 且 对 每 wt 8, 区 oo) 是 “的 右 连 续 末 数 . 

电 于 五 的 拓扑 离散 ,五 中 每 点 孤立 , 故 姑 2e w) 一 由 右 连 
续 性 必 存 在 # 二 ACw) 之 0, 使 在 [zz 十 4] 中 ,x ,w》 和 恒 等 于 i 
因此 ,对 右 连 续 链 叉 , 如 (pi 标准 , 则 一 切 状态 i 是 稳定 的 . 

定理 4 设 X 右 过 续 , 它 的 Cy») 标准 , 则 强 无 穷 远 0~1 律 成 立 
的 充 要 条 件 是 任 一 有 界 调和 消 数 是 一 常数 . 

证 ”充分 性 : 任 取 不 变 集 4, 有 

PAA) 一 P(A) 一 至 :了 NA 


故 EA) 是 有 界 调和 阔 数 ， 出 假定 ， PA 二 co GEE), 为 常 
数 , 于 是 $ 4.1 定理 14i 中 (24) 式 满足 ， 故 得 知 PC4) 或 恒 等 于 
0, 或 恒 等 于 1. 
必要 性 ， 任 取 有 界 调和 最 数 nCi)， 演 虚 过 程 fx(z,* 尖 0}， 
由 马 氏 性 及 * 的 调和 性 
Ei[utx, ze。 nx] = Elutr, + 1s] 


一 > py) = Hrs) C17). 
这 未 示 [w(x :多 {x wn 之 直 ] 关于 Pi 是 一 娄 ; 因 >*， ,有 连续 ， 


uCx?) 也 右 连 续 , 故 它 是 一 可 分 损 , 根 据 后 者 的 收 训 定理 ,存在 极限 
lma[lx(w)] = Eo) (Pia.s-) 


由 于 : 
OC) — lmdf rer o)] 一 SCe) 

知 二 为 中 可 测 ， 根据 假定 , 强 无 穷 远 0-1 律 成 立 , 并 只 合 P; 测度 
为 0 或 1 的 集 , 而 县 如 PXAAD 一 TI 则 Pd 一 1 1€ 8). 因此， 
存在 不 依赖 于 站 的 常数 c, 使 1 

上 Ge {Pa.s.) {IY 
六 而 


19 。 


Erte GEFE) (C19) 
得 另 方面 ,由 的 有 界 性 及 xx 的 对 性 ,得 
Et = Elimutx,) = lm BuCx,) 


+ lm BiBr [sls) xo] = Emlxo) = alt) 
由 兹 及 《197 即 得 wt) 二 cc GE BD 
《四 ) 在 $2.1 中 ， 我 们 已 经 证 果 : 对 可 测 转 移 短 阵 Cpii), 存 
在 级 限 
Vi 一 Empitt) C20) 
现在 来 进一步 讨论 vii. 
设 五 中 一 切 状态 互通 ,于 是 对 离散 骨架 XX; 一 {r,s 8 阅 0 一 
切 状态 也 互通 ， 而 且 周 期 为 1。 根据 其 离散 参数 蕊 氏 链 的 理论 9， 
存在 与 i 汇 关 的 极限 v; 
Vi = lm priCa) C21) 
由 (20)， C21) 知 上 5) 不依 玉 于 5s 
由 人 pi) 一 1 显然 得 


O00: Sv 人 el C22) 
由 有 具 离散 参数 马 氏 链 的 理论 还 知道 只 有 两 种 可 能 ， 误 者 一 
切 四 > 0 而 且 之 vi 一 1; 或 者 一 切 w 一 9。 前 一 种 情况 发 生 的 
充 要 条 件 是 怀 《 因 而 任 一 离散 骨架 XX,，* > 0) 为 遍历 链 ; 这 时 
{0;} 构成 E 上 一 概率 分 布 ,如 家 此 {wj} 为 的 开始 分 布 , 则 晤 $2.1 

《437 得 

oj D> wpalt) = PCr = 
下 

这 党 示 PLx(D 二 人 门 与 1 空 0 无关 ,一 切 i€ BB。 具有 这 种 性 质 的 
分 布 称 为 天 的 《了 或 《pi 的 2 平稳 分 布 ， 显然 ， 它 也 是 发 《及 任 一 


1) 敌 看 王 梯 坤 [1] $2.4; § 2.5。 


* 120 


Xi 的 平稳 分 布 。 似 由 离散 参数 蕊 氏 链 的 结论 , 在 状态 互通 情况 


下 ， 2 的 平稳 分 布 是 唯一 的 .故去 的 平稳 分 布 也 是 唯一 的 . 故 得 证 . 


定理 5 设 X 有 可 测 转移 矩阵 ,每 Pi(D) > 0,z> 0。 则 X( 或 
(pr(D)7 有 平稳 分 布 的 完 分 必要 条 件 是 X, (或 每 Kis 4 > 0) 是 
遍历 链 ;这 时 平稳 分 布 {zw} 是 唯一 的 ; 它 由 《21) 给 出 ; vi > 0， 


$ 4.3 积分 型 随机 泛 函 的 分 布 


【一 ) 设 下 一 {fxm), [| 0} 是 定义 在 (8, 多 :PP 上 的 马 氏 
链 : 它 的 转移 概率 第 阵 (pi;) 标准 ; 我 们 还 假定 它 的 密度 和 矩阵 2 一 
《di 保守 * 即 满足 


2 一 一 条 寺 和 < 写 co GeE) C1) 
设 X 可 分 ,由 $2.3, 以 概率 1 存在 跳跃 点 列 
0 天 po)<mo<no 2) 
第 一 个 飞跃 点 是 
Nw) 一 imreCo) C3) 


我 们 知道 , 在 [0, tw) 中, xt' ,wm) 是 右 连 续 的 妃 团 晴 数 ,除去 

一 个 w- 零 测 集 外。 为 阐 单 计 , 设 此 零 浏 集 已 自己 中 清洗 出 去 ; 并 
设 X 是 睦 范 链 . 

定义 随机 变量 列 . 

JaCo) = rrss ao Cn 0,.1, 2 C4 

表 于 蕊 的 强 马 氏 性 ，fywo7 是 C98, 安 , PP 上 的 齐 次 马 氏 链 , 一 

步 转 移 概 率 矩 阵 为 《ri 站 其 中 

0 


一 0， 划 有 >>0 一 旋 《57 
= Bj, 如 4 二 0 
称 {ys} 为 筷 的 同人 链 . 
引 理工 说 明 Ko) 可 直观 地 看 成 x Ww) 的 "第 一 个 无 穷 *: 
” 引 理 二 对 几乎 一 切 
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Co) | :> 0，limx(s, wm) 一 o9)， 如 括号 中 上 集 非 空 
的 否则 

证 如 区 Co) 一 co， 网 因 并 o) 在 (0, co) 是 跳 获 函数 , 故 

上 上 面 揪 号 中 的 集 空 ， 如 人 Ko) 二 00, 由 于 xk* 0) 在 [0, 7Cwm)) 

中 距 轻 ,不 可 能 存在 ; 二 aCo), 使 能 满足 括号 中 的 条 件 , 故 只 要 

证 对 as oe (qto7 和 2)， 有 limxkrs o) 一 0O， 设 若 不 然 , 有 


Pen 之 00; 当 s 了 时 xts, oa) 至 少 有 一 有 限 极 限 点 ) 盖 昌 
则 必 存 在 常数 < co 及 5 了 使 
0<P < Troy 在 [0 7] 中 有 一 极限 点 为 纺 
所 PCzC' ,00) 在 [0, 了 ] 中 有 无穷 多 个 一 区 间 ) 
但 由 $3.1 定 理 1, 最 后 一 概率 应 为 0。 矛 技 a 
中 四) 的 另 一 种 刻画 方式 如 下 : 任 取 瑟 的 一 列 有 穷 子 集 {E,}， 


使 四 
E, CT Eon U EE 《6 
并 定义 随机 变量 列 fav(o)}: 

. inf gt > 0, xCf， ww) EE,)， 如 括号 中 :人 梨 非 空 
#0) = {oo 让 由 C7 
直观 上 ,me(o) 为 首 出 ,的 时 刻 。 

引 理 2 对 几乎 一切 w . 
nm) 呈 lma eo) C8) 
证 {94} 对 = 不 减 G.s.), 故 右 方 极限 大 在 。 由 于 xCrsY EE 
一 U EE, La.)， 故 对 正 整 数 多 3 存在 NN 二 N(n, oo 使 cz)E 
Ev《0 所 忆 9), 从 而 5 所 加 所 Himams 由 (3) 得 
C0) a mike) 《as 


-下 证 反 号 不 等 式 成 立 ， 我 们 来 证 明 1Cw) 3 和 (Co] (a.s.)， 为 
此 只 又 考 碟 蕊 o] < oo 的 情形 。 这 时 由 引 理 1 存在 mw 一 sm 
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7 


Cn), 使 limxlsm， mo) 一 oO, 由 于 五 。 是 有 窃 集 。 芍 存 在 一 


NCm)， 当 电 全 和 N 时 ,xts4s m7 EF, 根据 (7) 得 
NICD) 0) 0) Ca.s.) # 
现在 来 研究 r。 玉 3, 的 分 布 ， 为 简单 起 现 , 设 
E; = {9, 1, 2,...,#— 1} 
因而 五 重合 干 全 体 非 负 整数 集 。 令 


Flite) 一 Pn 之 科 C0 C= co) 
Gi = Pts AN (Ri 0) CI0) 
CGA) PANIED (i) C11) 


利用 已 给 的 密度 甜 阵 上 = (gq1), 通过 $2.3《40) 或 (41), 可 
得 ,p(s #2 二 0， ]，2，''*。 它 们 的 概率 意义 思 $2.3(39)。 最 后 
令 


hin 一 之 ) ai (12) 


妖 三 由 
它 屿 户主 出 发 , 沿 基 的 轨道 ,经 有 穷 多 次 路 路 而 于 上 时 到 达 了 的 概 
率 ， 
当 *<0 时 :显然 Gafe 一 Gj 一 Pit 一 0, 夏 以 后 只 洲 
虑 上 六 0 


引 理 3 
GD 一 上 己 -wr(Dez 《13) 
GD 一 im Galt) =1— 2 《147 
证 对 4 c 互 ,引入 记号 
Pi) 一 2 opi C15) 
我 们 有 
GD 一 1 一 Pt 人 > 划一 工 一 三 mi 六 C16) 


另 方面 ,由 $2.3(412)， 对 # 之 1 有 


“1l23" 


[ t iu 
人 sbiCH)gidu — | | DY) pa ge sid gdsdn 
0 OR 


一 > (pa qu 一 es ds 


pe 
一 之 ， oDiRCSIgRids 一 opiikE 
8 0 
对 Fe 王 求 和 得 . 
aPiE(t) 一 人 >) siPin Cs gds 一 h > apiiCs aids 
该 


Hl 


2) mpbiEC) = ei 二 人 Jie TAs 一 | >, sbi Cs gids 
全 一 和 MM j 


1 


下 
= 1— | 3 pC) 


此 起 与 (16) 结合 即 得 C13)。(C14) 即 $ 2.3 中 (45 式 站 

为 求 is(7), 把 百 。 一 {4,# 十 18 二 2,-……} 合 各 来 看 成 一 
个 新 的 状态 , 仍 记 为 >， 并 引进 

人 oa 训 让 <TefoD) C17) 

ns 如 空 35 
{xCz, w), + 泣 0 是 共有 限 多 个 状态 {0; 1, 2,''…, w} 的 右 连 续 
强 马 氏 链 ,-- 切 祥 本 函数 是 跳跃 函数 , ”为 吸引 状态 。 它 的 密度 第 
阵 是 6 = (900), ye10, 1 oj， 


di = 91 COEii 


XL, 0 一 


m1 

js Oo Di 2 qi C18) 
i 1 
(中 


Fn 0 (QE 


它 的 转移 概率 乱 阵 为 《Bj(D), Bi(D) 一 了 ,P00 , 而 OD 可 


通过 $2.3 C40) 或 (41) 求 得 , 只 要 把 那里 的 《9 换 为 (18) 中 的 
《Gy。 


至 】 之 只 于 


3 引 1 理 4 Pn 一 疡 pet Co = Fi ny). } 
Fn) 1 C0) 

证 因 FP,C%, 一 上) 一 1, 故 

1 FontD) = Pn DD D1 tt 人 0 (20) 

其 次 , 对 0 所 1 过 2 有 

Finte) 一 PiCnn SE nD 一 PiCxer) 一 力也 一 pin CF) 提 

《二 ) 设 己 给 五 上 一 非 负 函数 7, 在 许多 实际 问题 中 , 本 求 研 

究 下 列 积 分 型 随机 泛 消 


《192 


egoy 一 人 V {x(t, ey] a (21) 
oa = | Vrs odd = ims") 22) 
的 分 布 ， 令 
人 一 CE 才 DF inCa) 一 全 ed tt) 
和 一 四 (23) 


iD PE ED, WD) ag (24) 
为 了 研究 这 些 函 数 ,我 们 来 引进 一 个 新 的 过 程 . 
对 焉 的 函数 了。 伴随 着 原 有 的 怠 过 程 了 *， 考 虑 典范 链 区 一 
1 z 实 0); 它 其 有 密度 托 玫 为 
站 = 了 六， > 一 .21 
0 C6)), a POD (C25) 
X,Y 间 有 下 列 关 系 : 
19 自 ; 出发， 第 一 个 二 区 间 的 长 不 越过 * 的 概率 ， 对 YX 为 


1 一 ereir 对 这 为 一 如 VC > 0。 这 表明 将 关 的 二 


区 间 的 长 乘 久 PVG) 后 。 此 乘积 的 分 布 答 为 立 的 一 区 间 长 的 分 布 
(在 开始 分 布 集中 在 i 的 条 件 下 》. 

2? 自 站 出 发 ; 乏 一 次 姨 跃 后 转移 到 i 的 概率 , 对 和, 将 都 同 
为 qfgiCgi 之 从. 如 gi 一 0, 则 主 辐 为 X 及 迪 的 吸引 状态 . 


* ] 立 S 


因此 ,对 在 第 -一 个 飞跃 点 网 前 的 轨道 ,如 将 每 一 一 区间 伸 长 
(或 缩短 ) VG) 售后 GE 瑟 )， 可 以 看 成 为 是 在 第 -- 个 飞 牙 点 以 前 
的 轨道 。 和 根据 这 个 理由 ,我 们 称 议 为 X 的 V- 伸 缩 链 . 令 

SC At: rlts oo 一 I)} 26) 
由 于 XX 的 可 测 性 , 对 每 So7 是 二 的 工 可 测 集 ， 工 表 Lebesgue 
测度 , 工 [Seo)] 是 随机 变数 ,而 旦 根据 上 面 沪 述 


局 一 OROLISY] = (27) 
EK=D 


这 里 和 是 党 的 苞 出 五 。 的 时 刘 。 
这 样 ， 当 FF 沁 0 时 ,对 叉 的 59 的 研究 , 化 为 对 名 的 5 的 研 
究 , 于 是 可 运用 上 一 殿中 的 结果 . 由 引 理 +， 
Fiat) = piatt) | (28) 
nt) =1 
这 里 {710) i,j 一 0, 1 ,是 转移 入 率 矩 陈 , 有 密度 和 矩 阵 为 3 一 
CF); 


= (Ei i 人 ny) 
ji Sg (C29) 
” TO jn Vi 
=0 COEn) 
定理 1 设 VE > 0G€ Ey, 
《iD 00 过 站 之 #8) 满足 方程 组 


di A 直 守 和 环 一 1 
VO) Ed -= >) dik kott)} 十 Gi— 2) gi 
t=0 p20 


三 


Ci 四 302 
Fl) — 1 1 
GD FD = 1— Ta) G31) 
其 中 (Cg) 是 向 后 方程 
s 了 六 而 由 


VO 一 他) EBD 【0 < 二 "| 
i=0 (32) 


git0) = 6 
的 最 小 解 . 
证 (CD C30) 中 第 二 式 显 然 正确 。 写 出 二 (六 一 (20 所 应 
着 足 的 向 后 方程 


PCD 一 (DEC 
由 此 得 


Pat) 一 了 >， 了 让 tf {33) 
Ro 


区 C28) 及 C29) 代入 《33) 即 得 证 C302 中 前 一 式 . 

《iD 在 C27) 中 令 # 一 00， 得 5 一 (a.s.》, 各 是 党 的 第 一 个 
飞 牙 点 ; 故 四 《142 即 得 (31)。 因 (8;? 是 最 小 二 过 程 的 广 转移 概 
率 , 写 下 对 (gi)) 的 向 后 方程 , 即 知 它 是 (32) 的 最 小 解 # 

由 《282 可 见 多 mt?) 连续 ; 酝 由 +30) 知 它 在 [9,50 上 有 连 
续 导 数 FC， Ci #7). 

禄 注定 理 1、 不 难 推出 家 :0 及 名 :站 的 Laplace-Stieltjes 
变换 


ia(17 一 Biets™ 34 
PCND 一 Esc (35) 
所 应 满足 的 方程 . 
定理 2 没 VCD 之 人 但 不 恒 振 于 0, 又 
Pn < co 一 1，(〔0 所 到 1 (C35.) 
则 有 
Ci) 


n—1 
VCP 一 DD) gnpan th) 
点 二 器 


划一 

. 36 

十 (a, 一 >, 2 Prankh)s, 《0 < < 的 (36) 
了 一心 
IE 


PanC a 二 1 
"1l274 


Cii) 


VCP = > gap WO Ei AD (37) 
和 是 一 心 


证 “ 先 设 ID 0 0 这 7 之 wz。 由 (30) 第 二 式 得 gp,sC4) 二 
1， 在 6307 第 一 式 中 两 方 取 Laplace-Stieltjies 变换 ,并 注意 pn,(4) 一 
], 即 得 证 (36)， 
如 果 对 ;一 0: … -2 一 1 不 全 大 于 0, 那么 在 [0,1,.…， 
wn] 上 ， 引 和 进 函 数 
VD 二 TO， 旭 VCD 之 0 或 i 二 " 


一 二, 如 TCD = 
nn 


(C38) 


由 于 《35,3 及 积分 有 界 收 伊 定 理 , 当 mw 一 co 时 
gn) 


ENC) = ! potas, ads > Emm), Cpia.s.) 


因而 名 的 分 布 函 数 FOD 至 Pi 安 昌 蜀 收 化 于 Fin(D; 区 


了 
PHA 一 Be ™ > pialh), Cm—> co) 


由 刚才 所 证 知 p42X2) C0 < 之) 满足 C367， 即 
4p OOP) = TD guo + (gi = Ba) PE 
i 人 


《0 Si) 
国人 一 了 
令 m -> ce， 即 知 po(2(0 二 ; 过 4) 广 是 (36)， 这 完全 证 明了 
GD 
注意 2 4 一 291 < co0; 又 当 2 盖 0 上 时， 委 1， 改 
由 lapin(2) 一 giC2), 并 在 636) 中 令 * -> co。 即 得 (37) 4 
(三 ) 类 似 于 (21), 考虑 


£m — 人 VExCt, wm)] ds {39) 


#0 与 中 不 同 之 处 在 于 G9) 中 积分 上 跟 r,tw) 是 第 > 次 睐 


» la2B" 


A Ph Ep ee em 


路 点 ， tf》 三 媳 ， 仍然 音 

Stay7 一 jimee(wy 1 C40) 
因而 也 可 以 通过 5, 来 研究 了 &， 在 对 的 某 些 问题 的 研究 中 ,有 了 时 
用 二 更 方便 ， 为 了 说 阴 这 点 ， 我 们 来 研究 什么 时 候 随 机 积分 
ECo) = 人 ”rzCo w)] a 几乎 处 处 发 散 . 

在 这 一 段 中 ;人 除 (1 外 对 吃 还 假定 

a>O0 CeEy) 《41 
仿 (34), 定义 | 

in) 一 五 je 一 Mao (42) 


引 理 5 win 人 (27 满足 下 列 递 推 方程 
QAVO 十 gb) 一 DY gabinih) CEE) 《43) 


Pn) = 1 (44) 
证 因 &(w) = 0, 故 (44) 显然 ， 
” 广 意 是 马 开 时 刻 , tr- 前 5 代数 是 多 fx 所 区 小 风 $3.3)， 
对 z 用 强 马 氏 性 ,得 | 
pmCh) = 五 ; {eo| -2 把 vz) 


= E; (E: {exp | 一: 人 FE 一 六 PCeoar| {rn))) 


一 EF; (5|—2 全 VCx)) 4:| Ex, {exp |=2 全 vz)ar|)) 


一 BEifexpT 一 PC9r]]}E， {eo| 一 2 人 vz)a | 


r 
i 0 


因为 Pn < = 1 ee 


Bifexp [一 4FCDz = 人 ee = Pr C45) 
代入 上 式 得 
i 一 2 了 得 全 上 
Dini >, 7 rp C4 (46) 


a 


这 就 是 (43) 
” 当 % > 0 时 ,在 (43) 中 令 # 一 00 可 重新 得 到 (37). 
引 理 6 设 对 某 ; > 0, 实数 列 wCie 巨 ) 满足 方程 组 


CAVOD + gra; 一 >, dm GEEY C47) 
i 
lu:| 所 1 C48) 
则 
Ja SN) = Fe C49) 


证 由 C4 人 及 C4 生生 1 一 由 C4)，。 设 对 一 于 ;有 坟 所 

下 ms 则 由 C47) 及 (43) 
CAV OD 十 9)u 一 之 ， 了 Hi 二 之， gibin-tt nd 
= CAVOD 十 gD patty) 

诸 得 过 (0, 令 n 王 0 有 南安 久 和 ,类似 可 证 一 qx(22 所 
于 和 

定理 3 对 一 切 i ,PC# 一 co) 一 1 的 充 要 条 件 是 下 列 二 
条 件 中 的 任 一 个 : 

(2 对 某 ( 因 而 一 切 ) 4 > 0, (47) 没有 非 平 凡 有 界 解 ; 

《ii 对 某 5《 因 而 一 切 ) 4 > 《47) 没有 菲 平凡 非 负 有 界 解 . 

证 ”充分 性 : 设 GD 对 某 4 全 0 成立: 既然 由 0377。，giC1 一 
Be 是 人 4477 的 非 负 有 界 解 : 故 mt 一 0 之 07, 从 而 Pik8 一 
oo 一 1。 

必要 性 : 设 PC 一 oo) 一 1 因而 mi 二 4 祈 07。 如 存 
在 某 14>> 0, 对 此 4, (47) 有 一 有 和 界 解 wi, 那么 , 由 引 理 6, 1x;| 一 
0, 页 全 对 一 切 14 盖 0 成 立 ## 

现在 用 (4) 中 定义 的 嵌 人 链 秆 来 叙述 专 几 乎 处 处 (关于 避 
黎 于 oo 的 充 要 条 件 ， 

定理 4 一 co (as.) 的 充 要 条 件 是 

人 -了 人 yo — 0 {a.5.) 《507 


nD Fy 


证 令 秆 一 辣 po 一 mezl 一 和， 由 强 蕊 氏 性 有 
Pips 4 po pus ps yo “723 pots Yn) 
=— Plps > jy) 一 es 【aa C51) 
由 此 可 证 明 
POV Cya dps > 4h | pos Has Pay ya po Yn) 
= PV)por > 4130 = eas) C52) 
其 中 当 VD 一 0 时 , 理解 er 一 0 二 07。， 实际 上 e201 
是 字 {ys} 可 测 渤 数 , 故 更 关于 名, 二 ,多 1oo yoo-i ys} 可 
测 ; 其 次 , 对 任 一 4€ 多 或 多 fy 有 而 二 4n0ye 一 门 EE 多 
或 多 ly， 由 651?， 


-4 
POV Oy, ps > Ea A:) 一 下 (0, > 了 CD A) 


一 | ey MNP Am) = | eley Vm pl dn) 
对 i E 求 和 得 

POV Go > 1 A) — | ep) 
这 得 证 (52?。 由 《52) 得 


ECVCy ps |pos yo ps $81) — 2, Gas.) (53) 


3 


令 吕 一 Co br 一 min C8, 1)， 及 令 


oe — 2 {ts — Bldslt, “ tl} C54) 
简 记 一 代数 7 {5 ……, 5,} 为 Z,， 则 


不 十 1 


EfosnlZo} = E {D2 [5 — ECE,1Z,)]12,) 
v=0 


一 之 EC5s|2,) 一 之 ECHlZ.) 


一 之 /和 十 天 (it 了 ~ Eisnl2,) — > ECEslZ,) 
s+ 二 0 一 由 


=” TIT31L 。 


a 


-EZ 
这 表示 {0,, Zs,» 之 0} 是 一 扶 . (54) 右 方 的 被 加 项 一 致 有 办 为 
1, 故 可 用 招 的 一 定理 ?由 是 知 以 概率 1 下 二 级 数 
Dh EENZD) C55) 


同时 收敛 或 发 散 .。 此 外 , 易 风 >， 5 与 级 数 三 一 >) Veyajpes 也 
了 概率 1 同时 收 合 或 发 散 ， 另 方面 ,回忆 
PAVON, SD = 1 — evn 
得 EEE)y, 二 2) = Elmin CV{iV)p,; 1D)yn = 
一 E[min CVCODYr,, 1)1 


2 | te- ag 和 上 一 HBCDD 4 
V2) Vi) 
— TVD [1 一 e-% AV] 


ati) 
如 VG) = 0, 上 式 右 方 理解 为 0， 由 上 式 知 
BCE | Zo 0) = 了 (cy 一 Ya2 {1 — ear] 
EC 


然而 对 任意 正 数列 {4,}， 二 级 数 于 了 [1 一 c-*wwe] 与 


> 92 同 为 收 全 或 发 散 从 而 (55) 中 第 二 级 数 与 了 92 ze ) 


以 概率 1 同时 收 全 或 发 散 ， 这 与 前 一 方面 的 结果 相 结 合 邑 得 所 多 
证 # 

系 1 设 已 给 满足 (1) 与 (41) 的 算 阵 0， 下 列 二 条 件 中 的 任 
何 一 个 都 是 日 过 程 或 以 0 为 密度 矩阵 的 转移 玻 率 答 阵 ) 唯 一 的 充 
要 条 件 : 

《A) 对 某 《 或 一 闭 ) 2 > 0 方程 组 


1) 见 Doob，fI] ，323 页 . 


32* 


《4 十 gn 一 SY) gi Ci€ 五 3 《567 
jt 
无 非 平凡 ( 非 负 ) 有 界 解 : 
Cn) DD) gi a) (537) 


证 ”因为 由 定理 5 与 4 《4A) 或 CB) 都 等 价 于 任 一 可 分 品 过 
程 的 第 一 个 飞 医 点 了 几乎 处 处 等 于 ce ， 故 系 1 的 结论 由 52.3 定 
理 45i 推 出 # 


5$44 柑 人 人 间 
(二) 本 节 中 我 们 研究 下 列 嵌 入 间 题 ， 设 已 给 随机 窍 隆 2 一 
Cpii), i, jEE= 《0， TI: 2 “)， 就 是 说 ， 已 给 潜 足 下 列 条 件 的 和 矩 
阵 玫 一 《让 


OSpiy 人 1l, pi 一 1 C1) 
i 


试 间 何 时 存在 具有 连续 参数 的 标准 转移 矩阵 PLD 一 《p25 
fj 五。 以 及 常数 天 > 0, 使 
POA)=P {2Y 
不 妨 设 4 一 1， 因 为 如 (2) 成 立 ， 则 取 P() 一 PC1h)， 就 得 
5(1) 一 9; 反之 ,如 (2) 当 大 一 1 正确 ,对 任意 上 > 0, 取 (2) 二 
P{ 二 )， 就 得 名 (让 一色。 因此 ,以 下 恒 设 上 一 1, 从 而 问题 化 为 : 
对 儿 应 加 什么 条 件 , 才能 找到 标准 转移 抵 阵 P(D。 满足 
PC1) = P - (3) 
如 果 对 5 其 人 问题 有 解 ,就 是 说 ,满足 (3 ) 的 P(e) 存在 ; 就 你 多 
为 一 离散 骨架 ， 全 体 离散 骨架 的 集 记 为 M. 
《3) 并 不 一 定 有 解 ， 实 际 上 , 为 使 Pp MM 的 一 个 简单 的 必要 
条 件 是 pi > 0, 因为 对 标准 转移 矩阵 恒 有 
pA >0 (tf 0,ié Ey 
下 面 会 看 到 ,即使 3》 有 解 , 解 也 可 不 唯一 
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《一 》 称 随机 把 阵 92 为 无 穷 可 分 的 ， 如 存在 一 列 随 机 绰 阵 
BB1，'……, 使 
= Pl, Fi = Dinkt = 1 2, +."*) 《4 
称 无 穷 可 分 的 随机 窍 阵 多 为 连续 的 ， 如 对 任 一 列 正 整数 mm, 一 
of ~ oo 有 
lm Hs" — = (8) (5) 
全 体 连 续 的 无 穷 可 分 随机 烘 阵 构成 集 N. 
定理 1 M 一 NN 
证 如 七 EM， 则 存在 标准 转移 矩阵 PQ) 使 (3) 成 立 ， 取 
一 P( 士 }, 并 利用 PD 的 标准 性 , 3 一 P( 士 )” 一 P (于) 
一 1 即 知 到 Em。 
下 证 交 过 M， 设 存在 一 列 25,, 满足 042， (5)。 利用 这 一 列 
2 ， 上 先 在 二 进位 有 理 数 ” 上 定义 zr3， 然 后 利用 连续 性 扩大 
P{r) 的 定义 三 到 全 体 非 负 的 + 上 而 得 PCz), 六 0, 详情 如 下 . 


对 二 进位 有 理 数 + 7 其 中 mm, = 都 是 非 负 整数 ,定义 
Pir) = BY 


首先 证 明 这 定义 是 合理 的 , 即 如 一 邯 一 2。 则 23 一 22. 
不 妨 设 # 守 ,0 二 匠 * 22 一 ， 
= (Bn) 一 (GD 一 Pott oo Pat PE 
于 是 在 全 体 非 负 二 进位 有 理 数 集 尺 上 定义 六 PKrD 一 (pnt)9， 
+ & 民 , 试 讨论 它 的 性 质 . 
(i) PCr) 是 随机 征 阵 ; 
GY PKr 十 + Y= PErIPEr)s rs rE R. 


实际 上 , 设 7 一 字 ; 一 守则 


Ptr 十 7 一 (2 2 ) = PE" ~ PE PF 


2 
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a ee ee he mh ee i 


-9) -2 的 -wo ra 
《ii FmPCr) = Ttr eR) 
实际 上 , 没 训 一 2 吾 祈 0, 即 m, 一 o(2"), 由 (5) 
plrs) =P (和 一 tr -> 1 


Civy 每 air 在 丸 上 一 致 连续 # 

证 仿 $2.1 引 理 3 之 证 ， 

由 《iv7， 可 利用 连续 竹 把 pjtr》 Cr ERR) 趴 一 地 拓 广 定义 域 到 
[0，c7 而 得 pt，! 空 0。 我 们 有 来 证 明 PG) 一 Cp) 即 所 求 
的 解 。 实际 上 , 由 定义 显然 《37 式 成 并 , 剩 下 只 是 证 PC) 是 标准 
转移 答 阵 . 

Ca) 由 pitr) 守 人 9 得 

Pit?) 一 lmpilr) 空 0 


Cb》 试 证 > pit) 一 1， 令 Fj() == 2 pal. 由 Fatou 引 
理 ， 
Fi 一 2 lim piC7) lim > pitr =—=1 《67 


pa 十 7 一 lim psigr 二 | 一 lim > PirCr pecr') 
rr? 了 一 机 
= 7 ， pirkCOD PeiCr Ys Cr, rE€ RY C7) 
R 


将 (7) 两 过 对 7 求 和 ,得 
FAt+tr DPR) (0) 
以 人 代 1 十 r ,+ 从 后 得 
FA Ft rr) (Crt, re RY 
设 对 菜刀 记 0，FKt 二 1, 电 上 式 
Fi — SFAH) Cr 
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注意 二 集 台 尽 们 (0 坷 及 (一 r7E 灵 站 Ca 都 在 Cn0,am7 
中 稠密 ,但 在 前 集 上 ，Fi(t7) 一 1 在 后 集 上 ， 四 上 式 它 不 大 于 
Fi 之 1， 这 说 明了 Ft) 在 上 0 中 无 连续 点 

但 另 一 方面 , R(9 是 以 非 负 连续 函数 为 项 的 级 数 的 和 , 故 下 
半 连 续 : 又 由 《6) 它 有 界 , 故 它 的 连续 点 在 〈0， io) 中 岗 密 ,这 与 
上 而 结论 矛盾 ,从 而 Pie 一 1 5 关 站， 


(0 今 证 pj 十 四 二 >) pik PRC 
四 


仿 《727 知 
pair 十 区 之 了 >， Pints) pritt) (3) 
于 
对 7 求 和 并 利 月 人 b)， 
I = >) pits 二 站 守 >, PigCsy >) pritt} = 1 
1 

克 (8) 必须 取 等 号 ， 

《da 由 ai 的 连续 性 得 mn Puli) = Bi # 

注 1 当 互 是 有 穷 集 时 ,定理 1 仍 成 立 . 


《三 ) 沙 芒 巨 一 《1 1 只 含有 限 和 多 个 (x 个) 元 的 情况 ， 
设 8 一 《91 为 xn 阶 和 拓 阵 ,满足 


0Egi CG 
| C9) 
2 dj i, (i, ji€ EE) 
全 体 这 样 的 滤 阵 构成 集 天 。 


定理 2 ”和 阶 随机 矩阵 2 是 离散 骨架 的 充分 与 必要 条 件 是 : 
存 企 OEK, 使 
P=e? C10) 


-六 全) 


#=0 为 】 


证 设 和 名 是 离散 骨架 ,因而 存在 标准 转移 矩阵 Fo， 使 多 二 
PC1), 
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ee 


由 于 $ 2.2 定 避 4 对 有 穷 集 五 人 有 效 ， 疏 对 此 标准 转移 矩阵 
Cp 3， 存在 有 穷 极限 
t+ 二 


由 于 pa 人 (9 一 1。 政 必 存在 航 限 
1 三 自 


DU pst 
0 gm lim ti imi 
t+ £ PE £ 
一 Dai<% 
jj 


像 互 为 可 列 集 时 一 样 ， 仍 称 和 矩阵 虽 一 (54 为 pa) 的 密度 矩 
阵 ， 
在 $2.3€2) 中 令 85 一 0, 即 得 向 后 方程 组 
PA) = OP 
这 里 等 号 成 立 是 因为 为 有 穷 集 ， 在 开始 条 人 忻 PC0) 一 工 下 解 这 
组 方程 得 唯一 的 标准 转移 矩阵 解 为 
Pl) = et (11) 
畦 别 B=P(1)— er 
反之 ; 设 留 可 表 为 0), 其 中 GE K， 造 P(r) 一 e?'。 易 见 
它 是 标准 转移 和 矩阵; 而且 9P 一 PLO1); 故 是 离散 骨架 # 
我 们 还 附带 证 明了 : 任意 矩阵 PC 是 标准 转移 抵 阵 的 充 要 
条 件 是 它 可 袁 为 (11 ?的 形状 ,其 中 0 & KK. 
系 工 二 阶 随机 第 阵 2B 是 离散 骨架 的 必要 条 件 是 ， 
1” 对 衣 线 上 元 pi 人 0 (CEB); 
行列 式 | 名 | 去 0， 
证 1° 已 在 上 面 证 明 ?. 设 多 是 离散 上 骨架, 因而 存在 OE 
1) 当 E 有 窃 时 ， 对 标准 的 PC), pist1) > 0(1 渤 0》 仍 正确 ,因由 标准 性 ,存在 
6 >0, 使 pi(D>0, G6), 丙 由 pAD 2 [p60 (SE)|, HH ps) > 9, 
一 项: 庄 从， 
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使 瑾 一 9 和 斤 阵 如 的 特征 报 入 与 多 的 特定 根 雷 闻 有 关系 
二 一 ci 页 吕 关 0 从 而 | 殉 基 D 
(四 >) 当 > 一 2 时 , 嵌 人 河 题 的 解答 最 为 完善 ， 
定理 3 二 阶 随机 和 拖 阵 入 是 离散 骨 积 的 充分 与 必要 条 件 是 : 
存在 二 常数 户头 0.34 闫 0, 使 


1 p fl 一 cpYe9]] 。 由 [1 _. e™t+o)] 
多 十 闻 二 gg 
P= ， 《127 
1 


(ent) 


证 ”由 定理 ?2，, 金 是 离散 骨架 的 充 权 条件 是 光一 ce*, 《0DE 
玉 )。 此 时 名 必 呈 下 形 


o={? 7), G0g920) (3) 
4 4 
由 归纳 法 知 
O°—C—1) (Cp + gm:. 9 
因而 


(Dp t 


其 中 
Pu=1—p— (Cpt ap/ + pt p33! — 
-1 多 一 (FT 十 3) 
1 安 十 昱 (I ‘ ) 
类 侯 求 出 Pizs Pas Pa 后 外 得 证 C12)s 
系 2 gp-( ’ ) (0 去 二 1 0 所 :二 1) 是 离 
1—s 


散 兰 架 的 充分 与 必要 条 件 是 
7 十 了 二 1，《【 订 即 1 用 | > 0 
证 ”如 更 荐 离散 冒 架 , 则 它 可 表 为 《I2)。 故 


y* 了 拖 5 一 工 一 etpye < 1 
反之 ， 设 r: 寺 5s 达 1 如 > 一 一 0， 显然 多 二 了 是 离散 骨 
染 ; 如 7 十 有 1 沁 0, 由 下 二 方程 


二 (ptq) 7 {pta) 
= 一 T 一 pi), 二 1 -一 eta 
"Tra ) Pra 2 
可 解 出 
户 一 一 -一 一 iog[1 一 (Cr 十 疏 ] 关 0 
和 二 了 
4 一 一 一 一 log[1 一 tr 十 信守 0 
”十 了 


通过 此 za 2 可 把 多 表 为 C125 的 形式 ， 故 由 定理 3 即 得 所 敏 证 # 
如 果 PQ 满足 43)。 我 们 称 PO 是 多 的 连续 扩充 . 《10) 中 
鲍 的 连续 扩充 是 PCD 一 <2 (12) 中 多 的 连续 扩充 是 


乡 一 fr 二 7 p {pa 
1 一 [1 — ae™e*a)] [1 — ep+a)t] 
p+4a ”pra 
Pry =: g 
一 一 人 -一 一 - 一 《各 二 可耻 
pa [1 2 a ],1 pt [1 已 ot] 


五》 现在 讨论 名 的 连续 扩充 的 唯一 性 , 仍 设 六 二 (1,2,+……， 
#) 只 会 有 穷 多 个 状态 ; 我 们 知道 , 这 时 每 一 标准 转移 矩阵 P(r) 者 
由 人 它 的 密度 矩阵 QE 天) 唯一 决定 ， 而 且 P(z) 可 通过 来 表达 ， 
PO) 一 et。 如 果 名 有 二 连续 扩充 ， 那么 就 有 QE 天, O11€ 大， 使 
一 ef 七 一 ec? 改 


EV! or eds 14) 
这 样 ， 吧 的 连续 扩充 是 否 唯 一 的 问题 就 等 价 于 ce? 是 否 唯 一 决定 
的 问题 ， 
当 # 一 2 时 ,连续 扩充 是 唯一 和 的。 实际 上, 加 上 所 述 ; 这 时 任 
意 06K 必 可 夷 为 C13), ec? 必 可 表 为 C12). 设 
—p p pp 
0.—( ? _ 0.—( 2 _ C15) 
而 且 《147 成 立 ， 了 于 是 由 《12) 得 
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[1 seto] [let (16) 


和 


+g 六 十 9 
好 11 一 ep+e)] 一 _ [1 一 ep"te’)] (17) 
p+4a 疡 十 了 
不 坊 设 4 > 0, 以 (17D) 除 人 9 得 
卫 一 了 区 pg C18) 
g 4 4 


以 CQ18) 代 入 (16) 得 p 十 4g 一 "十 9 由 此 式 及 C13) 即 得 p 一 
本 一 了 ， 亦 即 台 一 2. 

但 在 一 般 情 况 , 连 续 扩 充 不 唯一 ,如 下 例 : 

例 1 取 


一 40 光 一 此 上 0 
台 一 | 一 0 ) 人 2 一 |0 一 上 下 
0 A 一 [i 0 一 路 


1 1 a) 工 -多 和 
5 十 以 和) 5 > by) 5 > +t BCA) 
1_ at%) I ，。 1 a 
0 二 1 — 2 一 民力 
1_ aD ge) LHDF) 工 TaCD 
,3 2 3 3 
1 工 _ ea a) 
3 + atee) 3 > ba) 3 > Bl 
1 sn 1 La 
e927 一 3 bln) 3 十 alp) 3 > 十 blre) 
Cy) 3 2 一 bp) + kp) 


注意 e9' 依赖 于 4, 故 宜 记 为 e904 同样 , 记 e9: 为 “ep 。 
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当 ) 一 涩 到 (一 1，2，…) 时 ,64) 一 0 故 
“( 潮 -“( 尖 
aaa ean 蕊 对 应 于 二 不 同 的 矩阵 9ue K， 


0:e K, 改 此 多 至 少 有 二 不 同 的 连续 扩充 为 
P.O) 一 < 一 co PID) = e0s oo eo p11) 


例 2 取 


-1 开工 
2 之 
一 工 1 0 

0: 一 | —1 口 ; 一 工 -1 工 

1 3 3 7 
1 0 —l . 
1 1 1 

2 2 
则 对 应 于 8; 的 转移 矩阵 已 (o 中 ， 
Puli) 一 pal) 一 pulf) 一 二 十 三 ee—1t/2 eos > 全 ， 
Pa 的 = patt) 一 pul) 一 于 十 三 Ecos (2, : 一 所 ) 


2 呈 2 
patt) 一 Patt) =— pat#) 一 二 十 3 Ecos (V3, 十 径 ) 


又 对 应 于 8; 的 转 称 短 泗 P07) 中 ， 
pult) = paf = palt) = 证 十 三 | 


pi = 一 全 拉力 


9s 天时， PCnD 一 Pi(D ,为 任意 整数 . 
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第 五 章 ” 生 灭 过 程 的 基本 理论 


$5.1 数字 特征 的 概率 意义 


一) 证 世 一 {xCm), i 次 0} 是 定 疼 在 概率 空 | CQ, .5 , P) 
上 的 齐 次 马 氏 链 , 具有 标准 的 转移 硫 率 矩阵 《pm i JE 五 一 10， 
1, 2,…-}。 称 忆 为 生 灭 过 程 ， 如 果 它 的 密度 矩阵 马上 其 有 下 列 形 
陈 : 


{—bo Db 0 0 0 0 

a 一 (ar 十 5 be 0D 0 …- 
台 一 | es a 《TI 

0 0 0 as—(ast Bs) ba? 

人 i 由 

也 就 是 说 , 8 满 足下 列 条 件 ; 
qi = bis ii a; 
i mo ddd) 


这 里 记 盖 0 避 裕 0D qi 之 00>0)，m 明 无 定义 ,为 方 使 计 , 补 
定义 e 王 0. 以 后 令 ci= ai Bb, 
我 们 称 (12 中 的 乍 阵 为 生 灭 矩阵 . 
容易 看 出 :为 使 (27 满足 , 充 要 条 忻 是 : 当 * 一 0 时 
bt + 人 Wi1 一 :十 1 
Pi(2) = oat + of7f) 如 1 一 ?一 1 (3) 
1 一 《oo 十 可 和 十 i= 
对 于 9, 重要 前 是 下 列 数字 特征 : 


i—1 
I ii " Aik 
14 一 一 -十 
bi 之 Bibi * “一 


(em 一 于， i 0) £4) 


4 
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ee i EE er ah eA i 


ci 三 Lt Sb Ci > 0) C5) 


oy R=0 ORETL "ARGETRTL 
. on 
RR 一 > ?mis 本 = > , ei {6) 
二 阅 ic=1 


已 及 
Zo = 0， Z = 1 Sn, Z=lim2, (7) 
人 Bibs bs 二 
(二 ) 试 分 别 阐 述 各 数字 特征 的 概率 意义 。 从 现在 起 ,我 们 想 
设 式 是 典范 链 :因而 它 有 强 马 色 性 ,而 且 在 第 一 个 飞跃 点 前 样本 函 
数 是 右 连 续 的 ， 采用 $ 2.3 中 的 记号 , 以 nCw》 表 第 一 个 飞 路 点， 
以 ww) 表 首 达 闫 态 * 的 时 刻 , 即 
ns 一 inf Cf: 这 0 xf 0) 二 #)， 如 右 方 i C8y 
一 00， 否则 
注意 生 灭 过 程 有 下 列 特 点 , 它 将 多 次 用 到 而 不 再 有 明确 说 明 : 自 站 出 
发 经 一 次 距 牙 只 能 到 十 1 或 ?一 1( 自 0 开发 则 只 能 人 也 必定 到 
站; 因此 ,为 使 白 : 经 有 究 多 次 岂 牙 到 ?CI 关门, 必须 经 历 i 与 ? 
之 闻 的 一 切 状 态 《i 二 电 达 ?或 ? 记 革 之 门 ， 由 此 可 见 , 如 之， 
则 以 概率 1, mCw) 等 于 首 出 C0 1 # 一 1) 的 时 间 ,; 亦 即 首 
达 Ca # 十 1，*…-) 的 时刻, 因而 根据 $4.3 引 理 2 得， 
MO) 一 ]imyo(te (as 《8 


这 里 《as 对 了 或 PA; 0 而 言 均 可 。 

定理 mi 二 Ein: R= Boy 

还 回忆 cr 一 十 如 令 下 一 了 arr 因而 3: 是 自 # 出 发 
首 达 ; 十 1 所 需 的 平均 时 间 。 我 们 证明: 4; 注 足 差分 方程 


也 一 工 
名 《9] 
dj 一 + “(1 + di + di) Gi 0) 
er er Ci “res 


实际 上 ,区 表 第 一 次 跳跃 点 ;出 PCn 记 站 一 eT 及 Bom = Eo 
得 C9) 中 前 式 ; 叉 由 
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Wir 一 了 = Qnr 《Pi as 了 C10) 
及 强 马 氏 性 得 
di = Bir tf Edit: 一 上 十 EiR yr yi 


Cs 


十 ip, 
可 J EatPidm) 


En Pd 
J, emPitde) C11) 


由 于 Bi 一 0 及 Prfry 一 :一 1 一 -到 故 
ey 
一 1 ar . 
di = Eitl (C12) 
ei et 


其 次 ,对 之 0 及 *>0 有 
一 3 
Emr 一 Bi ba 《Ti+HH 一 m+) | 


了 了 一心 


但 一 1 
一 人， Ei:E,; (pit 一 nial A nr)] 


f=0 


m1 
> Ei[ FCB eititi | A ni) ] 


一 SD EEimin] 一 bp dirt C13) 
二 让 了 一 和 
由 (12), 《13) 得 
di +t +a) C14) 
er ei 


这 就 是 《六 中 第 二 式 . 
解 点 程 (9? 得 


i-1 

1 ja 

di (15) 
6; =D bib 四 Bik bik 


这 式 说 明了 42 中 数字 特征 xw; 的 概率 意义 : mr 一 了 TH 即 ma 
是 让 i 出 发 ,首次 到 过 六 十 下 的 平均 时 间 ， 由 (13), C15》 
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et pe et dT ei et el 


Fon 一 Sa Sm 
0 i= 人 0 
根据 积分 单调 收 语 定理 ， 


n—1 


Bon lim Ror li mi Re 


时 定理 1 知 : RR 是 让 0 出 发 ， 洗 生 灭 过 程 的 轨道 ， 首 次 到 达 
“so” 的 平 殊 时 间 . 下面 证 明 : 和 相反 地 ,在 一 定 意义 下 ,从 “oo” 到 
这 0 的 平均 时 间 怡 好 是 Ss， 所 谓 在 "一 定 意义 FF” 的 准确 含义 应 如 
下 理解 ;: | 

涝 成 入 十 上 级 得 阵 


一 久 do D0- 
a Cob Br 0 
Qy 一 se a ra re 
D av- — tanttba) bw 
D0 dnt by —taxt oy) 
(167 


它 由 如 中 前 N 十 1《 以 2 行 与 前 N 十 1《 直 ? 列 上 的 元 构成 ,但 要 将 
第 六 十 工行 与 第 点 列 上 的 元 avw 换 威 ww 十 加 ， 设 和 nr 一 人 sftp 
2s 了 全 站 是 以 Ow 为 密度 距 阵 的 由 藻 马 氏 链 ， 相 空间 为 《0， 
i1,"…"， N)， 直 观 上 , Xw 的 轨道 可 如 下 得 到 : 设 质 点 治世 的 轨道 
自 ? 了 所 出 发 而 运动 , 每 当 它 到 达 浆 时， 下 一 步 嫩 瞩 人 为 地 要 它 
回 到 一 1, 然后 照 原 运 动 ,这 质点 运动 的 轨道 就 是 xy 的 困 道 。 

击 C16) 可 见 0 与 N 部 是 Xn 的 皮 射 壁 , 定 义 

分 多 区 加 =— Inf Cf > 0, rn, wy 二 说 《0 妇 {17Y 

它 是 Xw 首 达 的 上 时刻 ，Xw 的 转移 概率 P 信 x) 及 集中 在 一 点 i 
上 的 开始 分 布 所 产生 的 测度 记 为 PMY， 关 于 BN’ 的 数学 期 望 记 为 
FEN. 

定理 2 lim Es i 一 3 


证 定义 
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eh 


{WN) 六 (R]) LN) 
ce 


ct 是 咎 守山 发 , 沿 Xw 的 轨道 , 首 达 ?一 工 的 平均 了 时 间 ， 


49) 一样, 可见 sf” 满足 差分 方程 组 : 


ziN) 一 一。 工 工 总 (二 十 < 向 十 < 
! c 
Ci 一 1 一 17 
解 《192 后 得 
N=-2—f 


eM) 二 1 十 _ pbir 站 + 
Ar R= RL Ak 
pb; Eh 1 "HN “bv 
RR * HN-10N 


回忆 ei 及 5S 的 定义 (5) 及 《69 即 得 


lime'l™’ = el 


地 


lim ES En lim > ， er = 一 9 提 
~ = 


1 三 ] 


C18) 
像 证 明 


C19) 


C19") 


C20) 


(21) 


直观 上 , ef? 是 当 NN 为 反射 壁 时 , 自 i 出 发 首次 到 达 i? 一 1 的 平均 
时 间 ， 之， eiW 是 自立 出发 首次 到 达 m 的 平均 时 间 . 困 此， 由 
C20) ,21), 可 分 别 理解 e:，。5 为 : 当 “co” 是 反射 壁 时 , 自 : 出 发 


首次 到 达 ?一 1 及 自 “oc” 出 发 首次 到 达 0 的 平均 时 间 ， 
现在 来 看 z,, 2Z 的 概率 意义 。 定 疼 


Prkm, #2) 二 Pir 之 Da) Cm 衬 责 安 呈 成 六 裕 下 之 抽 人 《22 


qrCm) 一 Pal < 2 


《237 


因而 pxtms #) 是 自 夺 出 发 , 沿 关 的 轨道 。 在 首 达 = 以 前 先 到 靖 的 
概率 ; qrCm2 是 白 友 出 发 , 沿 光 的 轨道 ,经 有 穷 次 路 跃 而 到 达 m 的 
概率 。 显然 ，PiCms 2) 及 gatm) 也 是 说 入 蕊 大 链 {ys}( 见 $4.3 


(4)) 的 同样 事件 的 概率 。 人 至 于 ok 我 们 理解 它 为 自 克 日 


发 , 语 


xX 的 轨道 , 离开 不 后 , 经 有 穷 多 次 跳跃 条 回 到 总 的 概率 ,通常 称 为 


“116" 


er he A mE Ee a ee he 


回转 概率 . 
定理 3 6) 设 mw 二 直达 4 则 


2 -- Z Z 一 工 ， 
下 区 7 外 一 二 人 Pi(hs 4) -= 一 人 一 二 所 C24) 


Za Lm 2 Lm 

Cii) 
2 由 锡 沁 
ZO— Za 如 和 一 下 

qm) = ls 加 让 二 C25) 
| 如 万 二 上 
性 到 此 是 Z— Zh 
(理解 吕 一 本; 
oo 


《ii 当 且 只 当 了 一 oo 上 时， 嵌入 蕊 氏 链 的 一 车 状态 都 是 常 返 
证 对 阅 定 的 wm, 2， 简 记 Per #7) 及 Px#, mm) 为 六 及 六 
尘 多 (或 嵌入 链 {y, 有 2 用 强 马 氏 性 ( 误 号 氏 性 》, 袜 得 


可 b 
Pr tt pa tt par 
[过 时 


或 
axpim 十 Baprmn — Cap = 0 Cm Rn) C26) 
显然 , pk 应 满足 边 值 条 件 
pa—l, pr 一 0 C27) 


和 解 (26), C27) 即 得 (24) 中 前 式 。 

同 祥 可 证 信 (} 也 满足 C26), 但 边 值 条 件 应 换 为 

pn =0, pn=1 (28) 

和 解 (C26), C28) 即 得 (247 中 后 式 ， 

对 开 过 克之 1 当 2-oo 肝 , 除 差 一 0 测 集 外 

CxC0) = ky nm nt xt0) = ky nD 

对 两 边 集 取 条 件 概 率 ;并 利用 《24 , 即 得 (25) 中 第 一 式 。 为 证 
第 二 式 , 在 (0, 1，.…, mw)》 上 考虑 嵌入 链 ,只 是 招 玫 改造 为 反射 豆 
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Cpm mn- 一 1)。 所 得 的 新 链 不 可 分 , 常 返 ,因而 对 此 链 自 不 (全 之 mm 
出 发 , 经 有 穷 多 亚 到 达 闫 的 概率 关 。 一 1。 但 在 到 达 吉 以前, 新 链 
与 髓 人 链 有 相同 的 轨道 , 故 gitm) 一 fn 一 1， 最 后 ,对 贬 入 链 用 
马 氏 性 得 


94 一 2 十 后 er) 


以 《252 中 前 二 式 代 人 此 式 即 得 (25) 中 第 三 式 ## 

在 实际 应 用 中 ，gqxt0) 称 为 灭绝 报 率 ， 即 开始 时 有 于 个 个 休 ， 
终 下 (经 有 穷 次 转移 后 ?完全 灭绝 ( 即 到 达 状 态 0) 的 租 率 ， 

“三 》 斌 讨论 数字 特征 间 的 关系 式 。 考虑 到 45) 中 se 的 通 项 ， 
引进 下 列 数 量 : 


m= 1， pn — Le (29) 
于 是 
ba et 1 + hoes 90) 
a 
{14] 的 概率 意义 见 $ 5.5(43)。 那 里 证 明了 :在 一 定 条 件 下 。 | 和 | 
之 Ps 
是 过 程 的 极限 分 布 . 


由 直接 验算 ,容易 证 明 下 列 等 式 : 
帮 一 -1 二 名 二 2 十 十 名 
Bab * pb; -rs 


gb i Al | BL A 
1 ,, ! 

一 -一 《Zi 2) >， Hk (32) 
bo k=0 
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工人 《Z 一 Zp (33) 


让 一 由 


把 RR 写成 三 角形 求 和 的 形式 ,并 按 对 角 线 求 和 ,得 


R= (十 二 Bat | nt …) 


三 二 必 pn pbnt! dbstidntz 


__ > 和 A 十 gi A 


n= Ni" bob -es bob Pat 


+ 


bopL* ” "bor 
闸 江 位 f= Pi 
至 于 ei 与 5, 则 有 
< 一 工 十 p: 了 bir 十 ……- 
a Hidi+1 Ei 
一 2 2 > i = 和 Zr yp (35) 
丁丁 “Bi ne 和 二 


《 令 m 一 1) 
?= > 。 -> 2 Dt i C36) 


r=1 i=1 bo ?El 


册 以 上 可 网 ,Za 与 各 吓 基本 的 ， 因为 其 它 的 数字 特征 可 通过 它们 
表示 出 来 ， 由 定义 ,显然 有 


RLZ2, Sa 《37) 
bo 
引 理 1 R+s—(e + 二)2 (38) 
9 
, 加 1 HL “fy 2" "A 
汪 
b, a bb Bb eb, 
3 加 Em 1 
一 -ra 一 一 和 一 二 39 
Gu pn Buide Em ) 


以 它 代入 5 一 了 ew 得 一 二 重 级 赦 ， 按 对 角 线 求 和 ,并 注意 


Z 一 十 ™ I? "Hk 
在 1 Biba bk 


同时 利用 《34) 中 第 一 等 式 , 即 得 


一 1 .AN_ 1 
9 一 6 一 人 尽 一 -到 ] 一 (十 寺 } 马 一 及 坦 
By Bo/ 


出 C39) 立 得 : 一 切 si 一 1,2,…) 或 同时 有 穷 , 或 同时 无 穷 ， 
系 1 了 下列 三 条 件 等 价 : 
1 忍 十 3 一 co; 
27》 2 十 ec =— 00; 


DD 


pee 

证 ,2) 的 等 价 性 由 G38) 推出 ; 而 2), 3) 的 等 价 性 则 来 

自 (309, (31) # 

注意 , 如 上 记述 ,ei (i 二 1, 2，…) 或 都 为 无 穷 ， 或 都 为 有 
穷 , 故 2) 中 的 a 可 换 为 任 一 e;。 

系 2 设 R= 0, 六 a 二 00, 则 Z 二 00. 

系 3 设 K 志 00, 则 5 过 50 的 充 可 条 件 是 e1 二 00. 

证 利用 (37), (38) # 

注 在 系 2、 系 3 中 ,将 R,5 对 调 , eZ 对 调 ， 所 得 结论 仍 
正确 . 

Feller 在 [3] 中 曾 根 据 这 些 数字 特征 而 区 分 四 种 情 闹 : 

门 正 册 ，Q < op el <o0; 

ii》 流出 : Z < so 民 <coyel 一 避 0 

证 文人，Z 一 ao 9<opi 

iv>》 自然 : 其 它 情形 . 

系 4 C0" 正则 ”等 价 于 RR 一 co 8 过 00; GD “流出 * 等 价 于 
及 < 到 co SS 一 oo GD A 入” 等 价 于 R= 00, 3 一 co (Civ) 自 
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于 和 一 oo 
Hl 


I AT Eh ke eb me 上 cohc 本 < 


然 ” 等 价 于 RR 二 = co。 3 一 00， 

证 ”四 C38) 推出 。 Gi 由 系 3 推 出，Gii) 由 系 3 及 往 册 
得 。 《iv 由 于 上 述 三 种 情形 分 别 等 价 。 故 各 剩 下 一 种 情形 也 应 等 
价 # 


$5.2 向 上 的 积分 型 随机 泛 芒 


《一 ) 设 是 一 {xtwm)， 之 0} 为 生 灭 过 程 ， 考虑 它 的 首 达 状 
态 # 的 时 刻 5.Cw) 及 首 达 oo 的 时 刻 亦 即 第 一 个 攻取 点 7%Kw》)， 它 
们 的 严 稿 数学 定义 风 §55.1C8) 及 (8 又 VG) 安 0 是 定义 在 状 
态 空 间 上 的 荫 数 (ie FE), 我 们 自然 蛋 定 PV 不 恒 等 二 0， 我 们 的 
目的 是 研究 下 列 二 牧 分 型 随机 泛 函 的 分 布 : 


Et) = 本 VIzC, o)] ds CD 
So 一 人 ”yz(e 1 C2) 
记 #2 的 分 布 隙 数 为 
Falx) = Pie x) (3) 
演 虑 Pralx) 的 | Laplace 变换 
win(2 一 Erexp (一 1807 — | crdPu(a) (3") 


pant%) 至 少 对 丰产 0 有 定义 ， 一 般 地 ，Finkx) 可 自 pn 经 反 
Laplace 变换 而 得 , 

注意 , 如 三 1, 则 与 分别 化 为 5 与 和。. 

本 地 中 内 讨论 开始 状态 《所 x 的 情形 ,这 时 Fiw(lx) 是 自 天 出 
发 ,上 限 为 首次 到 达 更 大 的 状态 # 的 时 刻 的 积分 的 分 布 , 或 者 说 积 
分 是 向 上 的 ;下 节 将 研究 向 下 的 (到 向 状态 8 的 ) 积 分。 - 

基本 引 理 设 4 为 的 任 一 非 空 巴 尝 ，rCw) 为 首 达 4 的 时 
刻 , 即 


Tm) 二 inf Cx wm) EE A4)， 如 右 方 1 集 不 空 
一 co， 理 则 


令 
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fx, 1) 一 Ererp(—2 人 VxCi, ola) 
则 C22 二 到 ,4 C10 满足 差分 方程 : 
qa 一 cfr + EC 一 AV COROYI 一 站 ChE AY 
fra4) 一 1， CRE A) 
证 ” 岂 记 表示 过 程 的 第 一 个 跳 路 点 ， 它 是 蕊 氏 时 刻 ，8- 前 5 
代数 记 为 多， 令 
F(x) = PAP 4) = 1 — ek 


Boe-iVs 一 们 eeoraz 站 一 《3 
0 Cx) VO 十 en 


以 下 采用 记号 和 二 VG 
， 设 LE As 则 有 
A = Bre i EBACe "| gy) 
oo BiEile lt .os gy) 
一 Bax[e- fe NE] gp)] 一 Eal esr WE pe 1] 
利用 C3 以 及 
PACx(P) 一 《十 1 一 名， PC 一 《一 1 一 全 
四 是 
即 得 | 
ft) 一 一 -一 ra) 十 2 fe 


AVCAO 十 er ea VO e CAF 
A 
VO Tr ~ {XY 十 VOT A C4) 


最 后 ,如 六 E 4, 风 因 pCr 一 0 一 1, 故 AD， 一 Bel 一 工夫 
定理 1 存在 常数 于 > 0， 使 当 4 和 > 一 上 时 ， 一切 was) 
信 过 wn) 都 有 穷 ; 而 且 满 足 莽 分 方程 组 ” 
人 KPA- Cd) 一 cktpkofg 2 十 Bparl ath) 
— VRPAAD) = 0 (0 
panth) 一 


1) 此 方程 组 是 5 4,3(36) 的 峰 殊 情形 . 
5 


因而 


人 二 LY 
winC1D = 0 (SR CN) = 1) 《有 


这 里 . 
Dy hy 0 0 0 0 “0 
a DB 1 0 0 . 0 D 
(和 0 oa D B&B 0. 0 0 C5Y 
| 0 0 0 0 as Do B27 
0 0 0 0 -0 as- Dol 
其 中 万) 二 一 CAV( 引 十 cs? 二 0s 1 一 1; 而 BC2) 是 
LM 
0 . . 
以 列 向 量 | ”; ”| 代替 5,04) 中 第 不 列 所 得 的 行列 式 。 
0 oo 
— ber 


为 证 此 定 更 需要 二 引 理 . 
首先 注意 , 按 最 后 一 行 展 开 (5), 得 
EAD = Vn 1 + cea CN) 
1 C6) 
BH) 一 — AVC + ceo) 
5D 二 1 ( 设 ) 
引 理 1 存在 常数 8>> 0, 使 当 2 > 一 6 时 ,6.(%) 不 等 于 0 而 
与 《一 1)" 同 号 . 
证 对 oC4)，5K 罗 结论 明显 。 设 对 一 切 (CDGO 过 天 去 
2 一 1) 正确 ,下 证 对 guG4) 也 正确 .由 于 5.02) 是 2 的 连续 函数 ， 
故 只 要 证 当 X 关 0 时 ，ssC1) 与 (一 1)? 同 号 ， 计 算 ， 


se) 一 VOC 4 VOYAVEO) + er)Es?) 


一 PC2 aad) 一 了 了 《32647》 


i em He i he 


一 :一 FF 人 一 3 

+ Vian— 2 Vn 一 了 

十 Cai1] ds.—atd) 一 Ven 一 1)8, C4) (C72 
葵 中 51 是 自 Bi 中 手 去 第 站 行 与 第 到 后 所 得 的 # 一 1 级 
行列 式 ，$w0%) 是 自 612 中 删 去 前 二 行 与 前 二 列 后 所 得 和 的 x 一 2 
级 行列 式 ， 因为 了 CD C4 之 号 的 符号 只 依赖 于 它 的 元 的 符号 而 
不 依赖 于 它们 的 数值 ,该 Bak123。，62K1)。5aaC1)。，6uk2)。 
642a-2C0》 分 别 王 6h) BsaCh) S22 Bh) KL) Bt 
bp》 同 号 。 由 归纳 法 前 提 ， 知 (7) 右 方 各 项 都 与 


(一 D* 同 号 , 因而 邱 gs 也 与 (一 D" 同 号 。 既然 号 和 (2 连 
续 , 可 见 当 2 > 0 时， 
_ (48.(x) 
?Ci — 5,0) | 0 gy 


们 然 与 《一 1)" 同 号 .最 后 只 要 注意 ,由 C67 及 归纳 法 , 易 见 6.C0》 
一 : 1 ， . 
50) 一 《一 1775。- ba bo 
引 理 2 设 X 为 任意 蝶 兆 链 ， 5Cm) 为 . 灾 {z(n w), +: 汪 0} 可 
测 画 数 ， 又 区 oo 为 下 的 巧 民 时 刻 ， 如 果 PCxD9st 是 人 5 w) 可 积 
的 , 则 


EB: 人 PKr DBEE = EF, 人 VOYE, Ed 《8 
证 也 五 站 甫 如 co] 的 示 性 函数 XI。 田 于 
(rt No NF) 


EE:[V Ox,IHCr 一 NOE Ar 
= EV YHCr 一 DE CDE | N60)] 《92 
出 此 得 


E, | Vr V0Ed — E, 上 VIA — ota 
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] 


人 EV Or r — DAEdt 


(BECVCGOHC — Ol N01d 


! 


| 已 FEFCxr DECr 一 门 EBD]az 


] 


一 EF, 机 VIE, Ed a 


定理 1 前 证 令 记 = :0)>0, 其 中 应 理解 


A 日 (3 VORY 


一 00 [ec > 0)， 对 1> 一 声 , 海 典 线 性 代数 方程 组 


qr ny 一 cranCh) 十 Ba at 
— VR CA) = D C10) 
on 二 1 (0 和 多 过 加 
由 引 理 1, (10 的 系数 行列 式 不 等 于 0, 因此 它 有 堆 一 解 
ss TCD tui -一 
Pah) 0 C0 ED Oo C1) C11) 


如 果 人 能 证 明 一 切 pricX9CE 所 2 都 有 吧 ， 那 么 根据 基本 引 理 知 
ptagaDk 各 #7) 是 C10) 的 解 , 因 之 gw 的 一 west 而 定理 得 证 . 

为 证 inf 有 穷 , 分 成 两 步 . 

1” 简 记 .C22 为 各 泸 证 

pA 一 — 1ER \” px IV rd + I C12) 

实际 上 ， 雇 友 表 下 的 第 一 个 帐 路 点 而 葡 虑 线性 算 子 扩 , 它 把 行 向 
曼 C6800), Ce 一 1) 详 为 CUB5C09,， ,MCn 一 17 
Exbtxr) 一 bCRY 


ET 


AECRY = 


_ [并 sk + Dt MKD 一 /二 


一 kK 一 1) 一 cbtRD 十 疡 BC 辣 十 1) {C13} 
于 是 10) 可 改写 为 
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AIP 一 APOEPOA 一 下 
pe) 1 CA | 01%) 
区划 0 表 忆 2D 的 右 方 值 ,显然 5 二 1 二 J#) 而 (12) 十 
下 二 nn 时 正确 ， 其 次 
EtCxr) — CCEY 
ErT, 


Uk) 一 


1 
Ex 


| 一 :Fiz， (” Pr IV rN de 
rv 


+ Bs | x)V Ce) de| 


一 4E, 人 Sx VIA/ Ear — AV CA LCA 
故 由 (14) 及 外 的 线性 得 
UTS — EC] 一 0 (0A 
这 个 线性 代数 方程 组 的 系数 行列 式 8,(0) 关 0。 它 只 有 零 解 ,从 而 
pO ER OOH 
2” 如 1 0，pu(i 显然 有 穷 , 故 只 要 对 一 二 4 之 0 证 有 
穷 性 ， 定 义 
zf 天 让 二 1 | 
Wk) 一 ER |” VrxdamCri yd + I 


根据 (122)， 并 用 归纳 法 ,可 见 
um) 0 C16) 


由 定义 ,wm 二 1 C4) 二 1 一 4E, |” VCr ya 


(C15) 


mR) = 1 — 4B, 他 Vx) a 
二 EL, 作 VC) |E., )” VCxs)ds| de 
但 由 引 理 2 
E, 人 VCxs) [a V Cx,) ez] de 
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rzxD8， 二 VCxs) ds 


| 
Be 全 PCxzDP(xtyasiz 
Ex I vCal 


_1L 
21 
牙 
ah) =1— 1E, | pcx 王 十 二 oR [多 redas| 


一 般 地 有 


Vx a 
0- 


t Er exp (—2 人 Vz) ds ) 一 pu) 
由 416) 可 见 
pe EP (OLRENDs 


(一 》 现 在 来 求 "一 ”V(xi)dr 的 各 级 抵 ， 令 


m= Bal[£"l} C= 1,2; 六 (C17) 
一 1 
定理 2 m8 一 5) G8，(0 世上 所 一 "| 
3 C18) 
mi 一 人 0 
其 di 
Ci Dm 
i pb; 
了 一 1 tI a 
十 dd od 一 赵 -一 一 17pi _ (C19) 
之 bib Bikbik 
十 令 C0) = -抽风 


1 窗 然 , zz 名 二 1. 岂 此 及 (19), 018 可 求 出 mw 让. 一 般 地 ,已 知 志 各 由 197， 
《187 如 可 求 出 六 则 ， Ce 所 天生 扣 )。 
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i C20) 
我 们 已 知 《pei 是 C10) 的 唯一 解 ， 忆 它 代 入 (10 中 的 
{pant%2)， 对 2 求 了 次 导数 《由 《117 知 gxwt42 可 微分 任 访 多 次 )， 
六 令 14 一 0, 莱 以 (一 了 站! 后 由 (2 们 得 
apm | 
十 IV Cam D0 
m0 (0 Sk 


C21) 


解 C21) 坦 
mi 一 SATUCON /S.C0) 《0 SER) 

VOD ms 

其 中 豆 f 是 以 -| 


| 代替 5,C02 中 第 十 工 列 后 
‘Vin — 1 mi 
所 得 行列 式 .， 展开 此 二 行列 式 央 得 《18), {19) # 

由 定理 2 知 : 高 级 寻 总 可 通过 低级 矩 mw 滞 ?? 浇 示 ，。 特别 ， 
内 上 与 # 无 关 , 简 记 它 为 G;, 由 《19) 得 


rT zi :ee 人 一 和 一切 
Gi 一 22 
By 去 Bb bead es C22) 
如 三 1 则 8"Cw) 一 Cw)。 由 《18) 及 (22) 
md 一 DS ek 23 
Es 一 中 (+ 如 Ee je ) C23) 
《三 》 现 在 研究 红 w)， 回忆 (2) 站 积分 分 音调 收 伍 定理 ,得 
mi! = ELECO)T 一 Hmm (24) 
令 
GD = limG 一 VO mi 
A " p; 
+1—1 
[ Al "ralV ls 一 大 一 1 mas 25 
| 本 Bb di 7 —&—l © 1 


由 《24 和), 《138) 得 下 定理 中 结论 《iD: 
定理 3 m0 一 了) Gy 


i 一 


= 38+ 


Qii) 各 级 矩 mC ! 二 0， “ 少 有 下 列 集体 性 质 : 或 


省 它们 者 无 穷 ,或 者 - 人 有 半 ， 
证 只 要 证 简写 6 六 为 Cj 由 人 
ml 一 EECo) ~ DG C26) 


如 mw 之 00, 因为 wm 之 关 六 故 下 GD 及 (25) 
mn’ < 28° (3 ci < 21Cmly 


了 二 天 
设 m0 攻 G9 一 D1Cm8P)", 则 仍 由 GD 及 (23) 得 
rn se 27) 


这 得 证 一 印 me 之 oof 二 0, 1。 2 如 mi 二 00, 岂 《i) 
及 (25) 易 风 - 历 op cc 7 

注 1 如 二 1 由) 及 ( 介 知 ,Gi 与 mw 加 分 别 化 为 $5.1 
中 《和 9，(69 中 的 mi 及 及 . 

2 不 权 杭 一 急 之 cot 一 1，2，- 一 和 1， 

7, 甚至 还 使 式 oy < cokP 一 629; 瑟 守 00,2 这 是 下 

守 吉 和 个 和 论 . 

定理 4 对 一 急 整 数 克 守 0, 只 有 两 种 可 能 : 

(Ca) 或 者 PECw) 一 oo 一 1, 充 要 条 件 是 


Es = > G 一 oo 
Cb》 或 者 PKS(w) < 00) 一 1, 高 要 条 件 是 
Ev — > Gi 一 oa 
在 情况 (b》 下 , 对 4 > 0， 


pe) = Erexp(—18) 一 lim 2 (R20) (28) 


除 姜 一 常数 因子 外 , 它 是 下 列 方 程 组 的 唯一 非 平凡 有 界 解 ?: 


1) 参看 $4.3(37), 
* 159» 


qkPAICA) — CAPACY) 十 可 HI 一 AVCRIPACDY 一 0 
(0) 《292 
先 证 一 引 理 
引 理 3 设 据 祈 0) 所 这 00w 守 1 了 0 和 和 和 和 1， 
而 县 . 
Batt ~ sn 一 fosn 十 ECan 一 gn) (30) 
则 {s 小 有 界 的 充 要 条 件 是 


>), CF, 十 Bnfo— 十 “"" 十 Bug ” “gif 
班 二 1 - 


十 8ngnce "gE1) < op (31» 
证 ”反复 用 (30) 得 
zo 一 ge 一 faga 十 Bafuignni 十 十 有 8 下 
十 go -2 一 a0} 
页 如 证 Fs = 十 gnfoi 二 BB Bh Ey Bb 则 
gntl 一 Ba SS Pgs 


另 一 方面 有 x+ 一 zx 裕 Fa 一 #0)。 由 地 二 不 等 式 得 
有 Pa 二 aa 于 《1 十 Fr) Cn 1) 
=1 Ri 


加 


这 表示 当 且 只 当 >， Fa 之 co 时 {zn} 有 办 # 


划一 卫 
定理 4 烛 证 内 EE 5 < B08， 故 如 BE 一 G 二 0, 则 结 


论 (b) 成 立 ， 由 于 2 > 0, 0 << qxC2) < 1, 故 岂 积分 控制 收 化 定 

理 及 (ii 即 得 (28)， 

仿照 基本 引 理 的 证 明 ， 或 直接 由 $ 4.3 定理 2， 知 {qx(2)} 满 

足 《29)， 除 了 平凡 解 以 外 , 由 于 o 一 0, (29) 只 有 一 个 线性 独立 

解 ,但 可 能 无 界 ， 任 取 wo(4) 关 0, 由 引 理 3, 可 见 此 解 有 界 的 充 要 

条 件 是 
> | ( 工 + Va 一 1 | ea90V Cn 一 2) 下 


py Bt abs 


*160. 


十 EE be Wm eee) 十 Ee A - Le | < oo 
bb “bab, 站 


后 一 条 件 在 下 兰 0 时 等 价 于 D3 Gi < oo。 


i=0 
如 > G1 一 o0,《28) 中 的 {px(2)} 只 可 能 是 平凡 解 ,因为 此 
{pat47} 有 界 ， 这 样 ,px 和 三 0, 伟 空 0,4 之 0), 故 严 ( 张 oo) 一 
co = 1. 
如 > G1 < oo，(28) 中 的 {peC2)) 不 可 能 是 平凡 解 ， 否 则 


j= 

势必 PiC5Cw) 一 co) 一 1， 从 而 EE 呈 和 G6; 一 ceo， 这 与 假设 
矛盾 # 

定理 4 的 一 个 重要 推论 如 下 : 

票 1 《ae5pyunmD 对 一 切 整 数 不 关 0， 第 一 个 飞 姑 点 xCom》 
或 首 以 本 -概率 1 无穷 , 或 省 以 P- 概 率 1 有 穷 ; 这 上 天 种 可 能 性 分 
别 决 定 于 RC 二 Bo 二 0 或 民 二 200 以 5.101) 中 的 8 为 密度 
矩阵 的 生 灭 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 R 一 oo. 


证 取信 二 1， 则 定理 4 中 的 BE 一 Gi 分 别 化 为 四 


Em 一 RR, 于 是 由 定理 4 得 前 一 结论 ， 由 此 及 $52.3 定理 4 (Ci) 即 
得 后 一 结论 # 
作为 定理 3 的 推论 有 
系 2 出 (2) 定义 的 随机 泛 函 ECw1 的 分 布 
Fax) 一 PCS Er) R=0,1,2,.…) 
由 它 的 入 wi 一 0，1， 2。，… 3; 各 一 1) 所 唯一 决定 . 


证 由 (27), 当 + < 二 时 ,有 
;3 ny 过 六 [oa 人]a < co 
n=D 二 0 


a Tl * 


责 由 纸 问 题 申 一 雪 知 定理 0, 如 ml < co (或 等 价 地 , mh) 天 co )， 
所 和希 结论 正 茜 。 如 wm 如 一 c2， 外 定 悍 4 (a) 得 RICE(oD 一 00) = 
1, 因而 Falx) 至 0。，xEK 一 0。，ccG)》 # 

例 1 没 F0 一 1 VR) 二 0 全 守 0 这 时 8 是 首 达 天 
以 前 在 0 的 总 共和 过 留 时 间 ，5 是 在 第 一 个 飞跃 点 忆 前 在 0 的 点 共 


还 留 时 间 ( 如 果 3 了 一 00, 则 二 是 在 0 的 总 共有 扣留 时 间 》, 又 《22) 中 
的 如 ;化 为 新: 
一 1 “A 
外 C32) 


根据 (47>， 丙 归纳 社 可 证 
PD Eepl—a = s+!l| (33) 
由 Laplace 变换 知 


1 
mn) -一 
PCE™ ex) to, “1 《347 
由 定理 2 


Li 
7 》 - 
BoE > ， 
i=Q 


由 定理 4， PJ < 0) 一 1 的 光 要 条 件 是 ES 一 8 < 00; 在 
此 情况 下 ,我 们 有 
of 一 EuexhK 一 55 一 1: Syg+ (35) 
.i=0 


《367 


Et— 入) 有 C37) 


1) 参看 Heramer， 旧 放学 数学 方法 ,5 15.4， 


» 2 


EE RT 二 


《由 》 芭 此 , 我 们 已 对 #0 及 二 的 分 布 和 各 级 矩 研 究 清 楚 , 所 
用 方法 年 解 茎 分 方程 《102 与 C21) ,但 在 实际 频 用 中 会 遇 到 解 方 程 
的 不 便 ， 玖 此 ,我 们 来 叙述 另 一 方法 一 一 递 推 法 。 令 


有 (2 一 Enexp(—2 (yrs, 0) dz {38) 
我 们 存 
Pi Ch 一 Bi ” “Bi, Cn 一 才 》 (39) 
实际 上 : 


EA 


_ 对 
pl) 一 Bre hs 


一 1 it+t is J 3 Waxed 


c= bre 3 十 1 


afs Aafs 
有 和 Ce 人 a fe Vornds 


一 Ere 
一 A | RED 一 BACADREtLC A ) hd) 
因此 ,要 求 pw， 内 有 贫 求 出 各 CX)， 为 此 ,仿照 基本 引 理 的 正明 ， 
我 们 有 有 


A 一 


四 Et 它 


人 
7 


亦 即 
CC = bi 量 [APCRY 十 Ch 下 IC] 一 《407 
如 能 求 出 和 (X42, 利用 上 式 就 可 求 出 一 动 如 (加 ， 然 而 


—1 fa Versyds 


C1) = Fe = Fe-irOm 4 
中 1 0 0 和 (0 TEE 人 4 了 3 
由 (40), (41) 得 如 (1 的 连 分 数 表达 式 z 
A CY 一 bn 7 C42) 
DE 一 ak Rl 
Di 一 a —— bt? 7 
Dz 一 下 一 

” 也 

Dn 

1 2 万 


其 中 忆 二 $V) 十 c;， 特 别 地 ,有 


"163" 


一 
bo(4) 一 XVCOY 十 扎 


BEAVCOY 十 加 
DD) = [AVC0) 十 i 人 一 aa 
一 般 地 ， 太 C0 一 UinCAY/Lar 必 人， 其 中 UAC)，LaC%) 分 别 基 
不 高 于 有 一 上 次 下 天 次 的 2 的 多 项 式 ， 由 (40) 得 
Ut) CA) = 并 过 _ 
LinCa) [AVORY + ex] La) 一 DRC1D 
喜 除 一 常数 因子 外 ,可 取 
UrnCh) = br Lh) 


43 
Lind) 一 [AVCRD 十 cr] LH) 一 arUrCh) (3 
由 此 可 见 | 
PC) 一 和 有 (和 = 
pha C2) 一 BAC Barra Bah) = ea 
Puch) 
abiti bo DiC C44) 
这 里 工 必 2 满足 递 推 关 系 式 : 
LA El 天 区 MPC07 TF bo } C45) 
Lb) = EVOa Om 11) + ey] Lth) 一 est ln 2 Cn) 


显然 , (14) 中 最 高 次 项 i" 的 系数 是 VCOVCD Ven 一 站 ;党 
数 项 是 [Ti 
有 时 考虑 多 项 式 
= Le 1 
0 《4 
更 方便 ,由 《452，。 显 然 有 


SAH) 1: 1) = ee 十 1 


(C47) 
Hn Dt egy 0 a 


了 一 人 nl 


oA) = 


"14. 


例 2 设 PFCo) 一 VOY 二 1, Vy)=0,7>1。 则 
Rh) = 1, D+l 


EHD P(g t+ grt) 7 二 1 (48) 
i 


其 中 g; 由 (32) 证 又 因 sD) 是 连续 消 数 , 而 和 且 经 区 0> > 0， 
2 一 6 之 0， 一 0) > 0 获 它 有 两 个 不 相等 的 负 堆 成 , 设 


为 一 十 ， 一 立即 


lL 


si) {mt Dettl) Cm> m0) 


出 于 此 时 "VCxDas 一 ms 故 
1 
Cd 1A 1) 
取 反 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 见 自 0 出 发 , 首 达 状 态 2 的 时 间 ;有 双 指 
数 分 布 : 


Eve Ys = 一 


3 tia 一 下 


Pm EDT) Ea 


让 Ol 一 Cy 


首 达 时 间 的 一 般 性 研究 见 下 节 . 
下 面 讨论 停留 时 间 的 分 布 ， 利 用 《48) 及 归纳 法 ,容易 证 明 
nd) = (+ 3 m) 各 十 (> 全 十 名 工 z) 4 十 1 C49) 
注意 此 时 #1" 三 人 7 V(xi)qt 由 于 V 之 特殊 狂 , 向 化 为 在 首 达 状 
态 # 以 前 停留 在 状态 0 与 1 的 总 时 间 . 由 


再 ,ce 一 二 个 二 Pm Cd) = 一 Fy {SO 


及 (49), 并 简 记 EE, 为 E 得 
-1 n—1 
EB 一 —ph(t0) 一 全，8 十 二 > 8 (51) 
二 二 1 i=1 
令 


" 115. 


GC, = gi = 人 他 一 gr 
名 : bobiba “bi” 和 
考虑 有 随 视 变 量 #97EE, 它 的 分 布 的 Laplace 变换 为 
外 1 
po (= ) — (52) 
Es" Ga 12 十 2 十 1 


CaboG 十 a 十 BG 
分 母 显 然 有 两 个 不 相等 的 全 零 点， 因此, 5"E5'" 也 有 双 指 数 分 
布 


etm) i, < et 一 一 
ho (ts < *) f BO— PB 中 (C521) 
其 ‘一 一 各 站 (52) 右 方 分 避 的 零点 ,名 站 > 9， 


今 沽 虚 当 # -> o9 时 的 极限 分 布 ,分 两 种 情况 : 
12 51C 一 co， 由 4 司 2) 得 

| 有 I 

Be Pon (二 二 T 《3531 
也 就 是 


， El) x 
mp 人 (人 < 一 1 《543 


注意 G 二 co 等 价 于 Z = 二 0 ( 风 $5.107)), 改组 $5.1 定理 3, 我 
们 证 明了 : 如 嵌入 马 氏 链 常 返 , 则 -各 有 渐 近 指数 分 布 (5). 


BEE") 
2》 Guf G < oo0， 和 由 (52) 立刻 看 出 ; -二 有 产 近 双 指数 
分 布 , 亦 则 
{m) TE oo a 一 
limP, ( 过 :) == 上 二 他 《5S37 
内 一 二, 一 二 是 二 次 多 项 式 
Cl 全 
BiG 如 十 4 二 1 一 0 (563 


CatboG 十 ar 十 六合 人 


+ 166+ 


的 二 根 , 四 盖 钙 全 0。 


$ 5.3 ”最初 到 达 时 间 与 还 留 时 间 


(一 》 在 本 度 中 ， 我 们 来 研究 YC 寺 1 的 特殊 情形 ,这 时 
5 mm》 化 为 ns.<wm)， 即 最 初 到 还 状态 # 的 时 刻 ，T$ 5.2 中 C45) 
内 的 多 项 式 递 推 关 系 化 为 
Ll 工人 (一 2 十 而 
Lt) = Ch ean) Ld) 一 on 
Cn 2 2). 
引 理 1 设 4,54)Cs 一 0,1,2,-…) 为 如 下 定义 的 多 项 式 . 


CD 


人 21， AY=1+e 

A C4) 一 【2 十 i 一 ends zh) C2 
Cn > 2) 
其 中 成为 实数 ,es > 0 4,C0) 守 0, 则 
《一 0 人 
的 根 为 伍 数 , 互 不 相 问 , 而且 被 4,-《%) 一 0 的 根 所 障 开 , 即 
A = I GQ — a) 
0 > Mm AT > TD 

> MD > MD > 2 《37 
证 A 一 0 只 有 一 个 负 根 一 当 w= 二 2 时 ， 出 假设 
0 > 0, XX AL—e) = —e < 0, 4 一 00) 半 0, 故 (3) 对 


五 二 1,4 一 2 正确 , 即 有 
0 D> he ee > ND 

今 设 对 # 守 3 有 

和 
则 42022050 与 《一 站 一 有 相同 的 符号 , 即 

$B A CAN) 一 《一 1 生 Ci 一 1 2 一 1 C4) 
由 【22724029 一 一 ct， 所 以 由 (4) 得 
sgn da 《一 一 


"i167« 


因为 sgn 4 一 00) 一 《一 1 可见 下 列 各 区 条 
《一 6， CD, A030) 《0 0) 
中 各 含 4,02) 二 0 的 一 根 如 
现在 来 讨论 (1) 中 多 项 式 L.C2) 的 性 质 ， 


1. Lat%) 一 0 的 根 是 互 不 相同 的 负数 ， 而 且 被 Lt) 一 0 


的 良 所 隔 开 . 
这 由 引 理 1 推出 . 


2. C4》 中 ,最 高 次 项 则 21” 次 项 的 系数 是 1， 常 数 项 等 于 


BoBt* "bu 
这 出 (1) 直接 看 出 ， 


3. 5.(2》 中 4" 的 系数 等 于 3 si 十 了 1b， 因此 ， 
一 0 诸 根 的 和 为 此 和 数 的 负数 
这 记性 质 2 及 归纳 法 推出 . 


4 LatA), nn 的 系数 为 Boab: :ba Ens 
十 实 上 ; 由 5.2《44) 知 


+， 而- 
站 a i-1 
posh) 一 A CD 
但 oa = 一 Ee Hn, 夏 
+ 了 bsp ™ ‘BL C0) 
一 一 0 一 .221 “mw 一 1 一 as 
了 Po 0 Lay 


利用 性 质 2， 可 见 % 的 系数 ( 即 工 ,0097 为 名 五 中。 
定理 1 自 0 出发; 最初 到 达 +# 的 时 刻 % 有 分 布 密度 为 


Pod bl 中 
加 st = > | i 
这 里 一 点! 是 二 的 零点 ， 


LC = I C+ py) 
直 二 1 
而 
my LD) ,= LH ~ tk 
7 


18s 


Ls) 


C5) 


(6) 


(7) 


(8) 


证 ”由 性 质 1, 《8) 式 成 立 , 故 
Eye 一 en (C9) 
IL 《1 二 2 和 人 
取 反 拉 普 拉 斯 变换 即 得 《77 # 
对 三 4 由 于 5.2C44) 
Eee 一 palh) 一 eA 


PomC a 
op baad) 
Lat) 
故 得 
定理 1 ， 自 二 出 发 最初 到 达 = 的 时 刻 4。 有 分 布 密度 为 
fo 一 De ee Cm a) (7) 


(二 ) 现在 来 研究 当 # -> co 时 9。 的 渐 近 分 布 。 沽 并 多 项 式 


A LCh) 
Ge 站 一 一 一 一 一 
《2 pr 


SAN=I+t emt en 二 cn" (C10) 
由 上 述 性 质 4, 知 | 
En — Cn C11) 
由 § 3.2 (47), 得 
名 


Si) 1, LADDT1+ 
SD HAD ELAD— LD] + 六 ee AN) 


-4 {2 [ee 0 0) — EARN] 二 二 ES G2)} 


可 各 一 上 


tAD 


gs > 记 1) 十 | C12) 


这 里 的 ge 与 《5.2) 申 (32) 祖 同 , 即 8 一 2 一生 
引 理 2 诸 系数 c。 间 有 下 列 关系 : 


1) co 一 eof 一 和 >) he : C13) 
RF-L Org 


{Cn 茸 了 一 1， ci 一 0， Rd 1). 
2) 一 著 ew1 六 0 而且 co 六 eof 
3) cnr cncnls C14) 
4) co Cen Al. 《157 
证 世 以 61o) 代入 (129, 比较 划 的 系数 即 得 (13)， 
2) 由 上 段 中 性 闫 2 


ou 


1 
Dob bi 
再 反复 利用 《132， 即 得 所 签证 ， 
3)《13) 让 方 请 分 子 中 以 cc 一: 为 最 大 , 故 


站 


1 


Patlrl ~ Cn,! Cnt—1Bn > ) 
k=o BrBk 


= cnnb > 《利用 (13)) 
r=0 Bigk 
= cat Cnt 一 cn CaF Cat 一 人 seo C16) 
{16) 两 方 对 a 自 1 一 1 起 至 # 止 求 和 ,得 


Coll SS Ed 一 Ia 一 站 -IE TR Cpt ll Catirl 


4) 注意 
Ll ,于 
"| Ca 
当 一 工时 (15) 正确 ; 设 它 对 了 正 硝 ;, 则 由 (16) 前 半 式 及 C17) 
Cott ~ Cott SE Cailenrt 一 Co 
i ?二 1 [41 
a Cul 一 六 < 近 Cntll 人 18 
Sm ED! C18) 


将 《18) 两 端 对 7 一 1 二 1 -有 一 1 求 和 , 即 得 


sa 170。 


C1 


{1 二 11 和 
以 下 简 记 Ems 为 的 ?on 它 等 于 有 考虑 多 项 式 
4 _ 1 一 4 1 一 :十 .十 on(19 
0) (之 1 士 贡 十 本 和 十 十 ds nd C19) 


| < 


是 然 di 一 全 由 (14), 《15) 得 
mrl 


dnt dls dn C20) 
所 在 可 以 叙述 所 需 的 新 近 分 布 : 我 们 有 
定理 2 为 使 
limP, (2 去 中- TI 一 < 《217 
充 时 条 件 是 下 列 三 条 件 中 任何 一 个 威 立 ; 
《D limegos 一 0 (22) 
GD A 3 (> 一 oo》 (233 
性 革 十 5 A PE ln 
Ciiiy lm 区 ho 多 多 bit ; | (24) 
可 飞 咯 1 有 dai ) 
ba (G3 之 bibs * 全 
其 中 


re 世 


“pp jkR—I 


证 (i) 注意 《217 右 方 分 布 的 拉 兽 拉 斯 变 澳 为 -一 Ti 


Bee = 1/5 AAA4)， 改 (212 等 价 于 : 对 任意 有 限 区 域 让 的 4， 
均匀 地 有 


tm sen 人 


Ee 


2 一 1 十 1 (25) 


因而 由 《192 可 见 (22) 的 必要 性 是 有 明显 移 ， 反 之 ; 设 (22) 成 并 。 考 


-17l* 


征 复 平面 上 任 - 一 有 限 区 域 4， 令 R= sup la4l >1. 对 < 选 


4 使 > 于; 再 选 m。 使 得 当 = > mw 时 ,ds < 
ty ZR 


《20)。 当 > cA 有 
人 


> 


< do ado + SR < 了 + 


io tl 
这 说 朋 对 4€ A4，L25) 均 句 成立， 
Ci》 由 于 
Ee™” wo wu 人 (二 T 二 和 十 了 下 十 A 《267 


Eo Le] | 一 部 os(47> | _ 一 2 一 29u3 


这 里 (Ci 一 eof 过)， 故 显 然 可 见 ，(22) 与 (23) 等 价 (附带 


指出 : 《217 右 方 指数 分 布 的 二 级 挎 也 是 2, 故 (23) 要 求 2 的 二 
级 矩 赵 向 极限 分 布 的 二 级 矩 ). 

《让 由 85.2(18)。 《19)，〔237 立刻 看 出 【23) 与 (24) 等 
价 # 


下 面 给 名 一 个 简单 的 充分 条 件 : 

定理 3” 如 果 尺 二 %9, el 之 0; 则 避 仆 成立 ,这 里 呈 ; cl 分 
别 由 35.1C6) 及 【57 定义 ， 

证 ” 岂 e 的 定义 及 $5.2t32), 易 见 
1 ,1 a 
人 i Dig 


el 二 
改 “ < oo 等 价 于 ;7 < co。 由 (13) 并 注意 0 一 0, 得 


1) 在 此 定理 的 索 件 下 , 必 有 了 一 so, 见 $5.1 系 2. 


7 


a pt 


站 一 站 


en 


= 1 Prk 
n—1 站 一] 
Cis 
< D8 2 
kK 二 1 1=1 big 
但 
证 一 人 由 1 
ca = Em 一 全， 人 一 一 
上 二 0 10 Brgr 
m1 1 一 1 
= Delt +t)> De 
考 呈 人 'E! 旦 二 如 
故 


对 E> 0， 刘 训 ,使 > 一- < 于， 固定 这 中 ， 由 于 Cul Con 


下 一 上 十 二 
一 R= oof za 一 00)， 酸 可 选 Nos 使 
Sl 
Cual 28 
其 中 
Ba 一 1 
ko Brigt 
于 是 当 n> #6 时， 
to #4 一 1 
dD 二 A 
jt Car BkEk ASItl Cal Eig 
Ck 1 8 & 
一 Bi 十 一 < 人 es 
Col ,之 BD 之 2 
此 后 会 看 到 ( 见 $5.5 定理 4), 当 尺 = 00 于, el 之 0 等 价 于 


存在 平稳 分 布 ， 
以 ms 表 自 节 出 发 ,最 初 到 达 w 《> 科 的 时 刻 ; 而 ms 是 它 的 
平均 上 时刻 Cs 一 ?ps 
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系 1 设 R= cosc < co, 则 


lim Ps (pm 过 7 二 1 et (27) 
+ Hn 


证 由 于 民 一 oo Ps 一 o0) 一 TI， 县 Wo 一 民 一 5 > 
co0), 注 仿 Win 一 TT HR 了 有 Mom — ths 得 | 


Pa < 一 Pp, ae < ) 
TR 
1 
-el hn 一 et 持 
Hn 1 一 更 时 bd] 
for 
三) 现在 来 研究 逗留 时 间 。 设 
VCO= I, 0Si<n; VOT—0j2n 《28 


这 时 Sm ~ | “PCx4 是 在 首 达 十 之前， 在 《0,1， 
2 一 1) 中 总 共 近 留 的 时 间 ， 显 然 #60 一 gr 化 为 景 初 到 达 * 的 时 
刘 , 回 忆 $ 5.1(7) 中 的 定义 . 

定理 4 设 Z 一 o%, 则 


， Ei) 四 
im Bb, (人 < | 一 1] 巴 {29) 


其 中 B08 各 由 5.2 (18), 22) 给 出 , 即 


罗 十 是 一 1 - 四 
FE 0 如 ) 一 > (2 2 十 3 A di rar sts 一 了 一 1 (30) 
各 3 本- 一 一 一 / 


这 里 VCD 满足 G28). 
证 仍然 利用 (C10) 中 的 sf.CX)。 由 于 (28) 及 $5.2C47)， 
有 
En Hs Ls Ln) 


a 


A 


本 + 一 他 和 十 二 = [a ， 
人 


下 十 一 L nt EN 
将 这 些 等 式 想 加 ,得 
ark st Cs Es A (31) 
其 中 
KR—1 
Am 一 DY Laat aa 


了 一 全 二 moH Dt 
人 wtk 她 和 的 # 次 多 项 式 ,因此 , 5? 的 精确 分 布 也 类似 于 C7). 
C10) 代 和 人 (31) 的 有 有 方 ,得 


CC =1I 十 >, [A Cent ™ ca 十 Cnsi ES 
研一 1 


《cs 一 0) 
出 于 Boexp( 一 A 尘 qo, s+aC14) 一 [SC 一， 波 
FE = — qo, n+ 一 A en 一 cain?) 十 cn, 


En) 
Eoexp(—2 ep 


= | GE 


_ A Fa, 1 Cnr, 1) 十 Cr 
一 也 Tt > [ Arten, T 一 Cr 一 ls 1 士 cn， 让 全 32) 


对 复 平面 上 任 一 有 限 区 域 4, 令 R 二 sup 《43， 则 


» 可 由 
Em (有 可 一 < 之 


区 ” Ci ts, Ri| 
[Asrles,t 一 一 器 十 er 


< R (到 六 代为 基 常 数 ) G33) 
A 
但 由 C33), 55.1C7} 及 假设 Z = 二 co, 得 
kad = |Z 一 1 一 生 一 一 人 er| 和 er 一 


改 当 已 充分 大 有 以 后 , 《33) 有 方 小 村 任意 小 的 正 数 =, 这 得 证 对 2 
4 均 勾 地 有 


Einy 
lim Boexp(—4 人 ) 一 了 十 久 
可 的 EoEk” 


这 等 价 于 (29) 4 

注 如 果 Z <o0, 则 lm4ox 一 4 << 吕 在 (32) 中 令 站 一 
se 后 , 右 方 轿 号 中 是 4 的 * 次 多 项 式 , 如 果 它 有 ”个 互 虹 的 负 根 ， 
那么 它 对 应 的 极限 分 布 密度 仍 类 似 于 (7). 注意 ,$5.2 例 1 及 例 2 
均 是 本 定理 的 特殊 情形 


$55.4 庙 下 的 积分 型 随机 泛 六 


《一 ) 继承 上 节 的 记号 考虑 过 程 区 的 首 达 状态 0 的 时 刻 
mt)， 在 生 灭 过 程 的 实际 应 用 中 也 称 和 为 灭绝 时 刻 ,我 们 来 研究 


So = [Vlass oO] (VO) > 0) 0) 
的 分 布 函数 
Fa = PE <x) (2) 
为 此 , 取 它 的 Laplace 变换 ? 
PC 一 Bre = | edFas) (3) 


像 前 节 一 样 ,研究 的 方法 仍 有 其 分 方程 法 与 递 推 法 两 种 ,与 上 节 大 
同 小 蜡 ; 因 此 我 们 这 里 的 叙述 从 简 , 只 着 重 于 不 同 之 处 . 
注意 ， 如 果 的 站 二 1， 那 么 ECw) 化 为 灭绝 时 刻 sn;Cwo)， 而 
FCx》 则 化 为 灭绝 时 刻 的 分 布 函 数 . 因此 , 自然 称 (0 中 #Cw) 
为 F- 有 绝 上 时间， 于 是 灭绝 时 间 重 合 于 1- 天 绝 上 时 局 . 
定理 1 gil) 满足 差分 方程 组 
Apr 一 erp ty) 二 pier 
— VCRIPAA) = > 人 0 C4) 
PoC1) 一 1 C5) 
证 在 5.2 基 本 引 理 中 取 4 二 {0}; 即 得 (C4), (5) 昌 
要 求 ( 仆 ;C5) 的 解 ,还 必须 预先 求 出 一 个 pCWDC 关 中 ,当然 ， 
能 求 出 wp.) 更 好 , 但 这 是 比较 困难 的 ， 我 们 在 下 面 两 种 特殊 情 


1)》 如 果 要 采用 上 节 的 记号 ， 下 式 中 的 psa(4) 应 记 为 paoCA4)。， 但 因 本 节 中 杖 态 0 
始终 男 定 , 政 简写 pwoC%) 为 Bat4)。 同 理 , 后 面 的 六 名 也 是 如 的 简写 ， 
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况 下 可 以 给 出 完满 的 解答 ， 

《二 ) 第 一 种 情况 是 : 设 Fi 二 1, 这 也 是 应 用 中 特别 重要 的 
情况 ， 以 Ti 表 第 起 个 0- 区 同 ( 岂 §$3.1 《一 )) 的 长 ; 似 Y: 表 第 名 
次 离开 0+ 因 而 来 到 1) 起 ,首次 回 到 0 擅 需 的 时 间 。 令 

El = Cn) 


BE, = (> Cr 十 ra 二 bp Cr 十 YA 十 ro ) 
显然 转移 裤 率 各 (满足 
po 一 2 pt Es) (6) 


DCE) 一 emt 为 求 Pl EY Cn > 1)， 注意 了 KR 3 Yk 独立 ， TRC 
1， 2 9 独立 同 分 布 ， 又 mx 十 7 外 一 1 2 也 独立 后 分 
布 * 故 


PCE,) 一 | na]FKw 《23 
其 中 FG) 一 下 etm24Fgs)。 Foks》 是 自 1 出 发 , 首次 回 
到 0 的 时 间 不 大 于 > 的 概率 ， 而 Fx) 是 FW{x) 的 # 次 卷 
积 , 亦 即 是 了 ,Cr 十 7 心 的 分 布 范 数 ， 于 是 由 (6)、 (得 
ke 


Poo Cx = etot 十 3 ebot—n dF" yy) 
在 此 式 两 边 取 Loplace 变换 ， 令 pC%) 一 | 如 (Derwat 得 


1 1 ( 看 ) 和 
CY) = 十 D>, 2 ) 
tp) 页 二 2 和 六 十 1 十 1 PC 


1 
4 十 [1 CA] | 


从 而 


| 
P.O) ~ py) C%) 


Te i a 


总 结 以 上 所 述 , 得 

定理 2 当 VC 二 1 工 寺 , 《47, (5), 《9 给 出 灭绝 对 间 加 的 分 
布 的 Laplace 变换 ex (六 07)。 

注意 : 《8) 中 qk) 依赖 于 po 人 ， 当 且 仅 当 RR 一 % 时 ， 
pw lt) 才 语 a1，5; 叭 一 决定 ， 风 $2.3《42)，《41D 或 C540)， 此 时 
fmf) 一 各 (9 即 最 小 解 。 

《三 》 另 一 情况 是 : 将 过 程 工 稍 加 改造 ， 使 慌 态 六 成 为 瓦 射 
的 ,CN > 号 ; 凤 设 系统 到 达 NN 有 后, 以 概率 1 回 到 NN 一 1, 而且 这 
留 于 六 的 平均 时 间 为 = 换言之 ,我们 以 另 一 状态 数 为 六 十 工 的 
年 灭 过 程 X 一 {XC1, wm), + 之 0} 代替 原 过 程 XXX 的 密度 矩阵 
ov 由 $5.1 (16) 定义 ， 当 质点 在 到 达 以 前 , 二 过 程 的 概率 法 则 | 
是 相同 的 ， 因 此 (5) 及 《和 当 0 过 克之 NN 时 对 也 成 立 。 于 大 
我 们 共有 六 个 方程 ,为 了 要 决定 N 十 1 个 坟 知 范 数 sex， 
《0 和 ND Cwpa(D 开 定义 ， 就 像 ka 对 和 定义 一 样 )， 
还 要 给 出 另 一 方程 。 考 瑟 ? 


时 
To 下 
一 1 TFT 


和 
下 下 地 和 严 
i try da 二 -Cs 
e 上 bri) fr Cr) 


wpxCh) 一 Ens = FP» 


: 
可 | r 

可 A er Yar 

p= Enwe VONIF, » Ewe Em F 


FN 
= nh 
IVCNY LE ew mpd) 


由 此 得 出 另 一 方程 
cwiK47 一 Cew 十 2PCND2 ~ won 一 0 《97 
总 之 ,〈9) 连同 (5) 及 满足 0 之 处 世 N 的 44) (在 其 中 以 
pk 代替 pxk2)) 唯一 决定 yp CD 所 和 ND， 
我 们 指出 ， 甩 于 对 XX，N 是 反射 状态 ， 向 且 所 研究 的 随机 积 
分 上 上 限 是 首 达 0 的 时 刻 mg3; 这 种 情况 治 与 $5.2 (一)， 《二 2》 段 中 
的 情况 相对 称 , 因为 那里 对 于 ,0 是 反射 状态 , 而 所 研究 的 随机 积 


1 下 省 加 溢 计 的 首 达 0 的 时刻 ， 


= 了 及。 


分 上 限 是 首 达 赤 的 时 刻 po， 因 此 二 者 的 结果 也 应 该 是 对 称 的 . 下 
面 便 将 这 一 思想 具体 化 . 
拥 绕 性 代数 态 程 的 当知 方法 解 (9) 及 满足 0 < 外 二 NN 的 


(C4), 
wr) 一 AWCI/ A (A 1,2, NY 
其 中 . 
D pb 0 0 0 0 0 | 
a Da b 0 0 D D |! 
As 四 一 D a DD 0 0 (10) 
0 0 如 0 A Dy bri 
0 0 0 0 0 Cx Dy 
一 2 
-0 


D; 一 一 CAVCD 十 2D 又 AR 是 以 列 向 量 | 0 | 代替 Ay(4) 
of 
中 第 多 列 所 得 的 行列 式 . | 
试 求 各 级 拭 ， 令 wp 如 一 4 [| VCxD4| ,1 为 正 整 数 ， 将 
C9), 《5) C0 过 下 二) 对 4 微分 1 次, 令 和 4 一 0， 再 彝 忆 (一 1)'， 
wm? = CC— Dag 2C0) 代 人 后 , 即 得 
多 cemi 十 号 如 + IVCAmE? = 0 
《0 < 天 大妈 C11) 
Cwm — ewym + IViNImY 一 0 
其 中 zz 刀 一 wt 入， 由 于 六 岂 一 0。 我 们 得 


wb — SO (0 RENY 412) 
VEO! 
其 中 APC0) 是 以 列 向 量 一 上 | 22。 | 代替 AvC07 中 第 不 列 


VON Ym 
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局所 得 行列 式 ， 展 开 《12) 中 二 行列 式 , 便 得 
sl? = ve C13) 


(CD) 一 VOOMme Tn 
们 一 一 一 人 


好) 


NE 
ME bb Bra PC + +t 1) .wmad 
十 > | i 二 + t Ld 


生 亚 必 RL 


Bibir By VONY weak 
am. “ ee 14) 
因此 ,高 级 抑 可 通过 低级 握 表 示 : wm 如 一 1， (> 0)， 
特别 ,如 VOD 三 1 7 一 1 则 we 全 化 为 $510897 中 的 ej, 
我 们 最 感 兴趣 的 ,自然 是 当 反 射 壁 N 一 oo 时 的 情况 . 由 C13》 
《14) 直接 可 以 看 出 , 存在 极限 


十 


下 
了 二 mn 各 一 > Bs 《157 
Ne =1 
. VCD - mt 
st ss mvstD 一 )* ns 
[bd Rj 


1 立 Bib ” "Bera V ei 十 让 十 1 " wot C16) 
点 二 和 


再 
直观 上 ,可 把 -和 刀 解释 为 自 和 出 发 而 且 当 虚 状 态 eo 为 “反射 壁 ” 
时 ,| VIxCzs o)1 的 上 级 拭 。 当然 ，(16) 中 的 级 数 可 能 发 散 、 
特别 , 当 (门生 工时，。sio 重合 于 55.1(5) 中 的 6j; 又 ji oi 
重合 于 5.1 (6) 中 的 5. 
令 mi 一 EE Cf Vircr, w)]ar). 广 意 ,一 般 地 mw 记 并 不 等 


于 wm, 因为 前 者 的 定义 中 不 需要 “oo 为 反射 壁 ”的 假定 。 直观 
地 猜想， 如果 自 包 出 发 的 质点 无 需 到 达 oo 《因而 本 管 co 是 否 “ 反 
射 壁 ” 就 淋 到 0。 那么 wj 会 等 于 wm 如 。 这 一 想法 的 精确 化 是 下 


" 1880. 


定理 : 
定理 3 设 Z= 2, 如 
pk 一 limwpath); mi = pl) C17) 
这 里 qx 闵 4) 由 3) 定义 ,又 Z 的 定义 见 $5.1 C7), 

证 如 ZZ 一 0, 则 由 $5.1C25), grC0) 一 1, 即 对 过 程 多 二 
{xCrts ws fF 沪 0},， 自 训 出 发 ,经 有 限 多 次 点 跃 来 到 0 的 概率 为 1 
因此 , 如 迪 MC 一 MLw)) 表 自 出 发 , 在 来 到 9 以 前 所 讽 经 的 状 
态 由 的 最 大 者 , 则 PCM < oo) 一 ]， 其 次 ,注意 过 程 XX 一 {XC 
wf 这 0} 依赖 于 NN, 而 且 在 到 达 和 NN 以 前 ，X' 与 区 的 样本 汞 数 重 
侣 , 即 *fts 2) 一 x wD) 所 Dntwo), 现在 任 取 we CM 一 co)， 
并 设 MCe) 二 #7 之 入 则 对 此 ws Cw) 二 yytw)s 从 而 

他 ”re 一 人 
因此 ; 当 六 Tece 时 


P (和 Vlx:lar +t 他] 一 PCM < 一 oo 一 1 


了 [xi —HN>n 


于 是 
中 对 AKC423 wm + ms 


简写 mn 一 lim 和 名 一 全， =。 有 完全 仿照 $ 5.2 定理 3 的 
了 只 i=1 
证 明 , 我 们 有 
nt = Tm )! 


因此 , 一切 mt 一 1, 2，… 或 着 同时 都 有 穷 , 或 洪 同 时 都 无 
穷 ， 
《四 》 现 在 用 递 推 法 已 求 pt)Y。 令 


giCN) — Eiexp [= 人 veya C18) 
与 推导 $5.2 由 {39) 式 类 食 , 我 们 有 
TPA) 一 NBN Each) C19) 


注意 , 在 推导 1) 式 时 , 需要 利用 下 列 囊 实 ， 自 志 到 达 0 必须 以 


=” 181 + 


概率 1 顺 次 经 过 天 一 1 开 一 2 1, 这 在 了 二 % 的 条 件 下 是 
成 立 的 所 如 果 六 天 0, 网 第 一 个 飞 降 点 以 概率 1 有 穷 , 因而 月 到 
外 发 ,可 以 以 正 的 概率 ,不 通过 上 列 方式 而 经 过 首次 飞 小 直接 公 达 
0, 例如 Doob 过 程 就 可以 如 此 )。 仿照 $ 5.2《407， 得 


BKC 一 CE 


亦 即 


HR Dx 
AVCAY 十 Ck VCEY 十 Ck 


了) es 名 点 
2 [0 [20 
tL 必 >) = 。 gah) 2 > 


因此 , 如 能 求 出 gC22, 则 《C192,， 《L202 给 出 在 情 王 op 时 间 题 的 完 
全 解 . 特 贡 |， 当 VE 六 二 三 1 时 ， ga > Ga 由 (3) 给 定 . 

《五 》 以 上 结果 可 以 用 来 研究 与 回转 时 间 有 关 的 问题 。， 以 
5 和 BACm))》 表 自 来 到 克 的 时 启 策 起 ， 离 开 克 后 ， 首 次 回 到 艳 的 
时 间 , 并 称 如 为 不 的 回转 时 间 ， 令 ? 


pH = Phexp( 一 4 全 Vs) ) C21) 


并 称 | “VCs) 4 为 V- 回 续 时 间 ， 仿 加 $5.2 基本 引 更 的 证 明 ， 
易 见 


= 2 
bal) VO en batCh) 1 VAI TE er 于 C3) C22) 


其 中 如 -C43 gxC722 的 定义 分 别 风 5 5.2 (38) 及 本 节 (187. 
记 贡 一 Bi 全 Ge) 下] ， 它 可 由 微分 pxC2) 区 而 求 得 ， 
也 可 用 下 法 . 设 4 < oo， 简 记 A ~ 则 


no E, (ye VCx ar 十 | vr a ) 


1) 如 果 卫 所 0, 那 冯 当 针 二 {xi(60)3 为 最 小 过 程 时 ,X197 仍 成 立 ， 
2) 下 和 不 等 于 世上 定义 的 prsC42, 后 者 由 定义 等 对 1 同 理 ， 下 面 的 a 也 不 
等 于 好 如， 隔 者 按 定 义 等 于 0， . 


82 


PO 


“三 由 
i ; 5 di 
> ( ) ECVCOA Ex(| vl) di ) 
也 于 
ECAY! 一 | enews -- 也 
CC 
中 ak . Ik t 
E, (1 v(x)ae) 人 ze 人 Vl ar) 
十 总 En (六 vi)ar) 
CR -3 
赦 ? 
下 
nt 一 VOODY | as cr Di i 
i 
特别 , 当 7 一 1 时 《我们 陪 去 上 标 1 有 
Rk 一 全 zj 十 人 724+14 十 A (23) 
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十 bp brabkta 性 十 2 二 站 C25) 


了 二 器 全 12 


1) 月 与 网 VCxi)adt 关于 Ps 相互 独立 ， 这 由 Chung, KK. L,。，[ [1 $15 定理 


2 推出， 
2) 下 武 中 如 CA 一 0, 应 理解 由 一 区 及 品 王 0. 
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例 1 取 VG) = 1 于 是 | “VCxD) dz 一 84 而 如 (2) 化 为 和 
的 回转 时 间 人 的 分 布 的 Laplace 变换 ， 由 (22) 


和 一 2 十 一 名 2 26 
ok PE x FE 《 了 


根据 $ 3.2《402。《412 及 本 节 《20), (82, 得 
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设 Z = %, 现在 来 求 蕊 的 平均 回转 时 间 #4 二 Ex64)， 我 们 
来 证 明 
A 
nk 2 be 《1 十 Boery) 
四 0 《317 
一 二 十 es 区 一 个 


[| 的 定义 见 § .5.1 C535), 
实际 上 ,在 《23 2 中 取 VCR 千 1, 得 


1 
Bk 一 -mk 二 总 wen 二 上 上 C32) 
人 CR Cn 


以 (24), 《253 代 人 后 有 
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一 DRE RL (33) 
男方 面 , 由 ei 的 定义 ($5.1(5)): 可见 
1 


全 一 一 十 和 en 人 (34) 
oi Ai 


反复 利用 此 式 ， 


Pr C1 十 oe) 
Li 


二 全 ji 二 > bob : 2 
db : 2 站 


十 站 er] (> 0) 
ML 
此 式 右 方 与 《33) 有 方 一 致 ， 玫 二 省 左 方 也 相等 而 得 证 《31》 对 
三 0 正 懈 ， 设 外 二 0 则 因 ow 二 0， 如 呈 i 而 《32) 化 为 (31) 
中 第 二 个 等 式 。 

例 2 设 Z = oo。 斌 求 自 志 出 发 在 普 次 回 到 站 以 前 在 状态 0 
的 平均 时 间 .如 让 二 0， 显然 一 地 下 设 允 汪 0 到 VC0) 一 


1 VCR = 0 (> 0)， 由 (C23)， co (C25) 
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$5.5 几 类 Konmoropos 方程 的 解 与 平稳 分 布 


(一 ) 设 已 给 矩阵 8, 满足 $5.1 中 C1), (2)， 对 此 如 写 出 向 
后 方程 组 


= 


ae 


Pitt) 一 Ca BP + 让 六 3 所 的 
kD Ey) Ci > 0) 


Po = -bopott) + bopiitr) \D) 
《2207 一 0 1 2 
及 育 前 方程 组 
pie) 一 一 (oj 十 Bp CD) oF 而 -可 
十 eri 个 0 (2) 
poate) 一 一 Popiott) 十 apanle) 
Cf 0 7=0,1,2,.…:) 
我 们 希望 在 开始 条 件 ， 
prt0) = B61 (3) 
下 解 此 二 方程 组 . 在 $ 2.3 中 已 知 ,一 般 地 有 无 穷 多 组 解 ,但 如 
R=00 《47 


CR 的 定义 风 3.1607, 则 由 55.2 系 1， 方程 组 CD) 或 (2) 各 只 
有 唯一 的 转移 函数 解 ,而 有 卫 《1，427 的 解 相同 . 

在 本 书 前 三 女 中 ,我 们 总 设 C4) 满足 ,因而 只 要 在 437 下 解 此 
二 组 方程 中 的 任何 一 组 . 

理论 上 , 这 个 间 题 已 在 $2.3 中 完全 解决 , 因为 所 求 的 唯一 转 
移 轩 数 解 就 是 最 小 解 fi;(2): 


C2 


FAA 一 2 abuta) (5 

这 里 ,pif 由 $52.3(40) 或 C41) 以 及 $55.1 2) 定义， 

这 个 解答 不 十 分 使 人 注意 的 是 ,py(ln) 必须 通过 递 推 方程 定 
上 出。 实际 的 计算 量 是 很 大 的 ， 因此 我 们 希望 找到 fil#) 的 明显 表 
式 ,; 在 一 些 特殊 情形 ,这 愿望 可 以 实现 . 

为 确定 计 , 只 考 龟 向 前 方程 组 C2)， 并 对 固定 的 i 简写 p;j(#) 
为 pit2), 

《二 ) 情形 甲 设 m 一 >0。 5 一 5 之 0， 这 时 (4) 满足 ， 
因为 


* 186* 


Ee ee 


i=1 可 i 二 
方程 组 C2) 化 为 
PAE) 一 一 (《a 十 Bpitt) 十 pi- 士 “pm (6) 
pot) 一 — Bpott) + apls) 
定义 pit 四 的 母 医 数 
Ptz, = > piCe) si | C7) 


它 在 1si < 1 中 收 敏 。 以 si” 乘 《6) 中 方程 两 边 并 对 i 求 和 , 集 
项 后 得 


= SPE DO 1 Ee — os)PCzs) — opl)] C8) 


由 《37 得 开始 条 件 为 
PKz, 0)— 《9) 
岂 产 3) 表 蕊 六 的 Laplace 变换 , 即 


f= | ea 
由 (9 得 | | 
”ss PCS, 六 = etp(g 1 ~ et 
人 一 dz Plg, 2 十 Plz, A dr 


一 x sP*(s, #) {10) 
现在 对 一 -级 线性 偏 微 分 方程 (8) 两 边 取 Laplace 变换 ,并 利用 《107 
即 得 . 
-一 wt!l+t seprte, 5) 一 《1 一 sz[Ka — beyP*(Cs, s) 一 apr Cs}] 
夏 


0 
Pa — 2) — be) (11) 


下 面 把 PY(Cz, s) 表 为 z 的 军 级 数 ，s" 的 系数 p#ls) 是 am( 的 变 
换 : 因 而 取 反 Laplace 变换 后 就 求 得 着 GD 一 pint29》, 
由 于 P*Cz, 5) 在 单位 图 内 及 其 上 对 ReGD2 > 0 收 仇 ， 所 以 
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(11) 中 分 赋 在 那里 的 零点 必须 与 分 子 的 老 点 重合 ; 但 前 者 为 
， 2 
uCD = + + 二: 土 [(5 二 a 十 上 ?一 4a8] ， 
28 
eas) 让 的 有 有 正 实 部 ReGD 之 9，an(s) 表示 (127 中 根 号 前 取 正 
与 的 根 . 
现在 要 用 到 复 变 函数 论 中 的 
Rouché 定理 设 fl2) 及 gtz) 都 是 在 闭路 5 内 及 其 上 的 
解 折 冰 数 ,而 且 在 C 上 | 天 |] ， 则 大 sz 与 其 s) 十 有 Cs 
企 C 凤 的 零点 个 数 相 问 . 
令 应 用 此 定理 于 (11) 有 有 方 的 分 母 , 令 
Ts = (Cat b+ Ele) 一 一直 sg2 -一 在 
一 《ss 一 1 
如 定理 条 件 涡 是， 因而 其 好 与 1(2) 十 gL2D《 即 分 母 ) 有 疗 漳 多 个 
零点 ; 即 只 有 一 个 零点 于 |z| 一 工 内 .出 于 jz 过 atn)| 而 且 
在 1z| 一 工 上 无 零点 , 故 分 母 在 sl 一 工 内 的 零点 必 为 一 one)。 
如 上 所 述 ， (6 和》 中 分 子 也 以 gC3) 为 零点 ,从 而 
pC) -二 人 《ex 一 cfzy， 帮 一 1 27) C13) 
这 《13) 代 人 人 C11) 得 
A wt [1 Oo oi — a) ] 
MT 
《1 一 ea)eitl 一 《1 — geit!l 
Boe Cs 一 - ctl — x/om)tl — ca) 
(git 一 eitty — (Creszi tl _ aot!) 
Boek 一 | 一 s/oe)Cl 一 oz) 
= [so— oe) ls 十 as 十 aa- 一 gogz 一 my) 
sr od [Bm 一 cc) 
“ Cl 一 =/oa tl 一 03)] C14) 


一 1,2 ¢C12) 


apy tee: TeopH 3HanpITHTeCKHX 中 VYHKUAA，193530， 第 四 章 ， 


Ne 
了 加 
卫生 
岂 本 


消去 公 因子 《zx 一 wy， 减 去 并 加 上 cei， 在 分 子 中 提出 公 因 子 
1l— ms 并 注意 | 一 zfm 一 > 《sy od, 得 
丰 二 位 


Pp*(g, sy) = [Ci + cr! 十 oD 一 geal! 十 ee? 
ml 一 ae 
x Cl ad] 一 [sa 二 os + 7 od) 
一 si 二 ei! 十 司 : 十 joi! 十 a 十 wii]/ 
ball 一 s/o yl 一 的 7 
a 二 十 ottl 
zol 一 zi/o) bal 本 zonei 一 0) 
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其 中 用 到 | <1. 


《15) 右 方 第 二 个 光 中 ,zs? 的 系数 为 


ot eet (> > 只 ) 
Bort(l 一 oy) ba k= 0 
| 和 (> ) 
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1 ey i 
一 | . ct 
ba 2 
1 (2)" = (2 1 C 
一 一 | 一 一 」 一 16) 
BB \# 2 bb at 


其 中 用 到 |az| 三 1 及 根 与 系数 的 关系 wm; 一 到 


另 方面 ; 由 (7) 得 C2, 人) 一 2 乓 (0 。 与 415) 比较 于 


a LBD* 


. a 


afp (a/ by 


*()— 上 1 eB 
Pr fo) pb [- 3 十 gm rit 十 


+ 4 
今 求 习 (9 的 反 Laplace 变换 pl) 


chim 
pa) — | rps) 


为 此 , 利 月 Laplace 变换 中 下 列 三 事实 : 
1” | 17 的 变换 是 并 Km， 则 ef 的 变换 为 户 Cs 十 2); 
2” 可 在 《17) 有 方 逐 项 取 及 变换 ; 
3° 回忆 mts) 的 岩 达 式 (C12)， 并 注意 [Cr 二 Vr 一 4857 


2 是 *( 儿 刀 】 ry,C2V 8) 的 Laplace 变换 ,其 中 工 (e) 是 


修正 后 的 第 一 类 Bessel 函数 : 


C/I 
1, 
人 一 DD iC 二 从 | C18) 


它 满足 关系 式 
2z7.(a 一 xia 一 Treo 《19? 
LC) 一 TCD C20) 
于 是 - 


tatb)l 办 一 过 十 二 
oO 一 人 之 ) Ca 一 十 DT 


好 


x QVBN re ea: 
+ D2 BD + 
"De 


tn C2 sam 十 
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+ 人 ”Sev29| 
利用 公式 (19) 后 ,得 
pal#) 一 2 (2) VaB [1, C2V abt) 
— Tsa2V bt] 十 (YE) a5 Is-ita 
x (2Wa55 — Toit 2 Mead] + 
+ (2 Vab [ls2V ad 
— 1mC2V abi)] 
十 (2) D2 (EV [Ta C2 V ab) 


=n 寺 F422 
— nC Ve)) C21) 
然而 


.ee 
一 (之 ) i yi I stit1C2 ads) 


一 如 十 于 于 癌 


+( ‘Top 2 vad) 
-fs 3 RN) 
- (fs) nl C2 Va zo+ (VY ss 


百 


x C2 aby) + 4 一 之 久之】 /< 
/A 他 ai 


x (2) TC2 nb) 
第 二 式 与 第 二 项 中 第 一 式 相 背 ， + :> 故 对 


国 此 《2z17 中 第 一 项 
ee fy 最 后 得 


pult) = eeu (EY VE 
十 (7 tnC2 abt) 二 
2 (VE) nva)] (22) 


+ 
熏 下 要 证 明 : 对 # < 六 《22) 仿 正 确 。 为 此 仍 耻 仿照 上 上 面 的 


比较 系数 法 ,不 过 (17) 式 要 换 为 


推理 而 月 : I 
人 


全 


) 到 | C23) 


1) | .2 
百 了 一 性 
1 ~ A 


时 , 剩 下 的 首 项 与 (22) 中 首 项 重合 (23) 中 首 项 二 


有 反 变 换 是 
OT [局 ) (Wy 2 jy (2 1m-stit2 ~ ade) | 


8 


te {( 2y"y ab [I;_,{ 2 abt) 


一 1ataC2 Vab D1} 
利用 《20), 并 回忆 上 面 所 说 的 第 二 项 溺 去 ,可 见 首 项 与 《22) 的 首 


项 相同 . 
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这 样 便 证 明了 
定理 1 当 w 一 a 之 00> 人 ;外 二 B00 守 0 时, 方 
程 组 (2》{ 或 C17) 在 开始 条 件 (3) 下 有 唯一 转移 画 数 解 《〈pr?， 
Bi 由 《222 右 方 给 出 . 
《< 三》 情形 己 设 a=js0, 所 二 5>0， 这 时 R= 0， 
向 前 方程 组 化 为 
pAD = 一 《8 tt BYPICD + Bpial?) 
+ C+ 19apjri(t) C24) 
pat) 一 — Bpolt) TF op 人 二 
考虑 母 函数 (7), 有 


2 Be -> 六 ‘(ei 


_ Wa 一 2) 十 “PON — 2 Bp 一 的 
十 2ap2zt)jatl 一 sg 了 十。 


一 一 红 1 — 2) > pi + all — 2) BD) (si 
i=0 i=1 


= 一 5 — sz)Plzs#) + all — 2) 人 2 
| 2 


因而 得 证 母 函 数 满 足 仿 微 分 方程 
ap _ {1 一 z)a ep 一 —BblI — 2)P 
Dr Ds 
《一 Per, 17) 


现在 用 道 常 的 方法 来 解 此 一 级 线性 偏 租 分 方程 ， 考 碰 腾 系 于 上 方 
程 的 往 格 银 日 方程 
dr de dp 
1 一 《1 一 7) 一 上 1 — zy)P 
由 第 一 ,第 二 项 所 成 的 方程 解 得 
《1 一 sd)e Te 
由 第 二 ,第 三 项 所 成 的 方程 解 得 


Pe—lb/es = 


et DT 


因 和 击 遂 解 是 

P=— etWargf C1 一 scro] (25) 
现在 利用 开始 条 件 Rs, 0) 一 对 来 定 范 数 e， 在 上 式 中 令 ft 一 上 0 
得 

和 一 ceosgKC 1 一 四 

令 y 二 1 一 ?得 

gey) 一 ea 一 - py 
以 此 式 代入 (25), 化 简 后 得 


pgs HD = [1 一 (1 一 so-e]iexp |- ZC | 


26) 
现在 来 求 p(s) 一 pr(D， 为 此 汗 意 下 列 三 点 : 
i 设 志 是 具有 二 项 分 布 的 随机 谈 最 ， 
PG 一 愉 一 人 2G 一 六 C= 0, 1 


为 套 数 , 则 # 的 母 隙 数 为 
t i 
ftx) = 之 人 ) Cpa)tCl 一 p)'* 
一 《bg + 4)', (4=1—2) 


i 设 ? 是 具有 Poisson 分 布 的 随机 变 最 ,PC 一 一 ot 


(大 =0,1,2, 本 1 为 参数 , 则 7 的 母 阴 烙 为 


下 [的 一 > e+ Cam 二 ee 一 ea 一 elll—# 
ee 丰 ! 

证 如 独 痰 ， 则 上 十 要 的 母 欧 数 是 jz 和 2). 

由 此 可 见 , (26) 右 方 第 一 因子 是 参数 为 ce“ 的 二 项 分 布 随机 
变量 的 母 函 数 , 第 二 因子 是 参数 为 之 (1 一 -只 的 Poisson 分 布 
随机 变量 ?了 的 母 丽 数 ， 故 Plzx, 说 可 视 为 独立 随机 变量 点 与 半 的 
和 上 十 7 的 君 函 数 ,从 而 


二 3 和 


nn 


Pale) = P(E THT 


-0 


x eC 1 _ Er 


Ca 一 外 1 7 
特别 : 当 ? 一 9 时 
pu = exp |— 2 Go Ged) /sr C8) 
于 是 得 证 


定理 2 设 oj 二 jo 之 0, 5 二 56 > 0 (7 守 0)， 则 方程 组 (2》 
《或 1) 在 开始 条 件 C3) 下 有 唯一 转移 阔 数 解 Cp#2，pint#) 由 《27) 
右 方 给 出 ， 

(四 ) 情形 丙 ( 线 性 生长 ): a; 二 jz 之 0, 妇 二 让 之 0， 这 时 
R 一 00。 象 上 面 同样 计算 ,可 风 母 函数 


Petz, | 一 2 A Plz, 0) 一 车 
pal) = pintt)) 
满足 人 = (z 一 1)(bz 一 a) SE; 解 之 得 
Of Oz 


afl co ] 一 8[5 一 aerb—o)] i 
PCx, 1) = {SE Ba 一 Bzl T 二 cea] | 


特别 , 当 ;一 工时 ,有 
pstt) = [1 — pute)] | ~— be 区 一 a 


a 而 人 fm 一 并 好 -一 Beta 


zr 守 1 
gee 
《五 ) 现在 来 研究 一 类 与 生 灭 过 程 关 系 紧 密 的 过 程 一 一 纯 生 
过 程 ， 称 齐 次 、 具 有 标准 转 称 矩阵 (pj) 的 马 氏 过 程 {x,, 1 汪 0j 
为 缉 生 过 程 , 如 末 五 一 《0，1;, 2，……") 而 且 密 度 托 阵 允 为 


“195 


Pu 一 


台 一 C29) 


b; > 0， 也 就 是 说 , 8 二 《44177 中 ， 
= b> 0, 491 一 0 
他 天 有 了 天 十 村) 《307 
可 以 把 这 种 过 程 看 成 为 当 a 一 0 时 的 生 天 过程， 然而 它 不 属于 
生 灰 过 程 ,因为 对 后 者 我 们 总 假设 a; > 0. 
在 £1)，(2) 中 令 a 二 0。 就 得 到 对 纯 生 过 程 的 向 后 与 向 前 
方程 . 例如 , 固定 i 并 简 记 za 为 p(t 四, 得 向 前 方程 为 
PAD = pA + 本 -二 
(i > 0) - 《3T7 
pA) = — bopolt) . 


此 时 只 化 为 级 数 2 二。 受 $5.2 系 1 的 启发 ,我 们 有 


定理 3 最 小 解 f(D) 注 足 Df) 一 1,G 之 0, +: 之 
( 亦 即 乡 过 程 唯一) 的 充 要 条 件 是 


1 一 oo (C32) 


而 一 上 Bb, 
证 以 fo) 表 任意 可 分 0 过 程 的 谋 人 链 , 风 PCy, 一 2) 一 1， 
PKLgy 一 547 一 1, 故 结 论 由 $4.3 系 1 推出 # 
(32) 中 级 数 的 概率 意义 是 :， 以 7 了 表 可 分 过 程 的 第 一 个 飞跃 
点 , 仿 $5.1 定理 ! 的 证 ,得 
za 一 全 工 (33) 


开 三 0 ba 


在 开始 条 件 (3) 下 ?C31 的 解析 以 如 下 求 出 : 


1 这 时 (3) 北 为 p07) 二 1 pA0) 二 0,j7 寺 站 


世人 一 p(t) 一 一 一 0 
pikz) 二 Ebi | {34) 
pl 一 人 erbBiipis Yd Cf> i 
两 种 特殊 的 纯 生 过 程 如 下 : 
六，Furry-Yule 这 稳 : 此 时 
5 二 jj Ci 宇 1, 5 之 0 为 常数 ) (35) 


而 且 玉 二 C1; 2, 了 ， 这 时 (32) 成 并 ; 及 (31) 成 为 
PAD = bp tt Ci Depatt) GQ>0) (36) 
在 开始 条 件 <3) 下 ,由 (34) 它 的 解 是 


PD = .=p = 0 
ji— 1 jn | (37) 
pO 一 人 一 0 > 人 
B，Poisson 过 程 ， 
Bj 一 5 060 常数 ) 
这 时 《32) 仍 成 立 , (312 化 为 
pA = pA TF Ep) G1) 
pt) 一 — Bpolt) 
在 开始 条 件 (3) 下 , 它 的 解 是 
PD = = pt) = 0 
(=e A Ci ,| (38) 
Pi 站“ GA 了 之 于 
(六 》 对 生 灭 过 程 ,一 切 状 态 者 互通, 克 由 $4.2 《四 ), 极 限 
Vj; 一 lim pts) {39) 


与 了 无 关 ， 下 设 民 一 oo， 为 求 of 实 0), 在 C27) 中 令 : 一 00， 
注意 §2.2 系 2 后 ,得 到 代数 方程 组 
dpiDitt = Ca +t BOW 一 一 一 全 一 | 
a = owe 


由 此 容易 解 得 


C40) 
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v= sy C0) C41) 
Hi "Ai 


简 下 要 决定 wm， 由 上 式 


1 > Dt C42) 
ji 一 个 


经 te 


其 中 。 一 上 十 血 二 -ep +.……( 参 看 85.105)3 


A 1 A18703 
由 (42) 可 见 : 〔i 如 果 eo< ce， 取 如 一 (1 十 如 e1)'。 出 
《41) 得 C407 的 唯一 解 为 
vo = C1 bc}! | 
4 六 
5 \43) 


qq2a" iT + boes) 
显然 ， 几 《437 定义 的 {5j} Ci 室 上 ) 是 《pw) 的 平稳 分 布 ， 注 意 ， 
由 $5.1 系 2, 此 时 ZZ 一 %， 
GD 如果 sc1 二 00,《42) 式 起 示 一 切 # 一 0 Cj 宇 0). 
现在 再 来 考虑 上 述 二 符 殊 情形 ， 


在 情形 甲 : 
Ti 人 (人 
如 5 宇 4, 得 vi 二 00 守 0 如 5 二 gs, 这 时 由 《43) 
0) 0 0 


这 结果 也 可 在 《22) 中 (把 # 换 为 j 后 ) 令 :一 5o 而 得 至 
在 情形 乙 : 


IT poet 一 六 二 (人 一 


1 


= 人 0 #1 全 
we (Ei Go (45) 
和 如果 在 《28) 中 令 一 co， 也 同样 得 到 (45). 


总 之 ,得 
定理 4 (Ci) 设 R = 00, 则 平稳 分 布 唯一 存在 的 充分 与 必要 
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条 件 是 e 三 oo， 它 由 (43) 给 出 9。 全 在 情形 甲 , 如 志 兰 4， 则 
一 DC 0)， 如 5 之 a， 则 wj 之 0 出 (44) 给 出 ， Ciii) 在 情形 
乙 ， vi > 0 由 C45) 给 思 
§53.6 生 灭 过 程 的 若 于 应 用 
《一 ) 产生 生 灭 过 程 的 现实 入 型 如 下 : 一 质点 在 EE = C9, 1， 
:工作 随机 运动 , 它 从 任 一 状态 ; 出 发 ， 下 一 步 只 能 到 达 和 棚 
全 的 天 全 i 十 1 或 ?一 1, 但 从 0 出 发 则 内 能 到 1; 如 果 于 时刻: 
它 在 那么 在 时 间 4, t 十 2) 内 转移 到 十 I 的 概率 为 Bh tath), 
转移 到 ?一 1 如 之 1) 的 概率 为 54 十 op 在 Cf 十 站 内 
发 生 一 次 以 上 上 的 转移 的 概 这 为 ot8). 

忆 x 家 于 时 刻 z 质点 所 在 的 状态 , {x,，? 尘 0} 构成 一 直观 总 
广 下 的 随机 过 程 , 以 的 的 表 它 的 转移 概率 , 那么 上 一 段 话 的 数学 
表达 是 : 当 上 一 0 时， 

Bh + oChYy, j=i+l 
Piith) 一 ah i oCh), i=i—1 C1Y 
IT 一 人 ai 十 下 十 of ?=# 
以 下 设 RR 二 cy 这 条 件 在 实际 中 容易 满足 . 
在 许多 问题 中 ,常常 需要 考虑 无 条 件 概 率 p(n):; 
pit = Px; = )) (C2) 
我 们 来 推导 {pA} 所 应 满足 的 方程 ， 为 了 计算 pjti 十 站 注意 
只 有 出 现下 列 四 种 情况 之 一 时 ,才能 使 质点 于 :十 时 位 于 j: (i) 
于 :时 位 于 7 了 且 在 (tf, z 十 加) 中 不 发 生 转移 ; 4i2 于 * 时 位 于 
i 一 1， 然后 转移 到 j; Ciii) 于 ?时 位 于 ;十 1, 然后 转移 到 六 (iv) 
于 Cis。 [十 中 发 生 一 次 以 上 转移 并 到 7, 这 种 情况 的 概率 为 och). 
因此 ,由 假定 得 
pi + A = piD{l — ah — bhy 
+ Diapitt) + dndpitte) 
二 of8) (i 完 1) 


1 由 $3-1 系 2, 此 时 =o00; 及 由 36.8 定 理 1, 此 时 过 程 为 吉 历 的 ， 


号 


Pi) = 一 [Ke 十 PPA 十 Bp + Ampimt) (C3) 
类 似 得 


六 if) = — bopott) 十 Aptr) (C4) 
如 果 Px 二 门 一 1, 那么 开始 条 件 为 
pA0D =1, ploD=0 GA 《32 


反之 , 解 方 程 <3), (C4); 《5)， 就 可 求 出 无 条 人 性 概率 . 

注意 ， 方 程 (3)、(C4) 在 形式 上 与 $ 5.5 中 向 前 方程 组 (2) 完 
全 一 样 ( 如 果 把 那 持 的 p;(DD 看 成 世人 的 话 ), 因此 , 解 向 前 方程 
组 的 理论 也 适用 于 解 <3),《 科 。 特 别 , 我 们 来 求 (3), 《4 的 一 组 
常数 解 : 


pA 一 dC 二 0,1, ,为 常数 》 

这 也 就 是 要 求 过 程 的 平稳 分 布 (参看 $ 4.2， 四 ), 由 《3), (4 和) 得 

GCT = Caj d+ da; — bij } 

Aad — Boro 
这 与 $5.5 方程 (40) 重合 。 因 此 , 如 卫 二 coo, 则 当 生 只 当 e<oo 
时 ,存在 唯一 的 平稳 分 布 {dad}, 2; 一 vj 由 $5.5《437 给 出 . 
生 灭 过 程 在 许多 领域 如 排队 论 、 生 物 学 、 物 理学 、 传 染病 学 
等 中 有 重要 应 用 。 这 里 只 举 一 些 例 以 见 一 般 ， 详 见 Bharucha-Reid 
[1]. 


(二 》 例 1 在 实际 中 大 量 出 现 排 队 问 题 。 上 顾客 源 涯 不 断 地 来 
到 某 商 店 ， 他 们 来 到 的 时 刻 是 随机 的 ,以 7 表 第 个 顾 窒 来 到 的 
时 刻 ， 设 高 店 共 有 * 个 售货员。 颗 客 米 型 以 后 , 如 果 +# 个 售货员 
都 不 空 ,他 便 需 要 排队 等 修 ， 以 8 表 第 六 个 顾客 等 候 的 时 间 , 2， 
也 是 随机 的 ;显然 等 修 时 间 依 赖 子 下 列 因素 : 

1) 顾客 来 到 的 时 刻 ,三 《例如 ， 如 果 rw 一 fo- 者 很 
大 , 1 一 0, 那么 等 候 时 间 便 短 7 

2) 为 第 zw 个 顾客 服务 的 时 间 wm《 如果 mm 都 很 小 ， 那 么 等 候 
时 间 短 》3 
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3) 售货员 的 个 数 4. 

以 x 表 于 上 时刻: 时 顾客 总 数 《 包 括 正在 被 服务 的 和 正在 等 个 
的 ), 设 6 表 : 时 正在 等 避 的 师 客 总 数 , {x ! 室 0},1451;1 守 0} 是 
二 随机 过 程 . 排队 论 中 主要 研究 的 问题 是 : xs， 8， Bs 的 分 布 或 
极限 分 布 等 等 . 

排队 间 题 不 仅 出 现在 商店 中 ,也 出 现在 汽 计 站 、 飞 机 场 、 港 口 、 
电话 局 ,机 器 颂 理 站 等 等 场所 ， 

先 考 虑 第 一 个 因素 。 以 入; 表 在 时 间 C0, t] 中 来 到 的 顾客 总 
数 , 我 们 恨 定 : 

《&)》 {Ms 30 是 简单 型 的 ; 也 就 是 说 ， 它 满足 下 列 三 条 件 : 

(4.1) 在 任意 让 个 不 相交 的 区 间 Ca, 5 1 一 1, 2 名， 
中 ,各 自 来 到 的 顾客 个 数 wkKas 5;] 是 相互 独立 的 随机 变量 ; 

CA.2) NCa, aa 十 旨 人 0) 的 分 布 与 < 开关 ; 

(CA. 3) 令 的 一 PCVCes 二 人 二 让 则 


lim PL 一 和 《> 0) (6) 
lim 1— po) 一 pe) 《77 


站 一 由 


对 第 二 个 因素 ,我 们 起 定 : 
CB》 {om} 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 
Pa > 站 一 ca 0 {8) 

在 假设 《4), CB) 下 ,分 别 考虑 三 种 情形 
甲 .售货员 个 数 » 一 1. : 

令 pi(D) 一 Plx, 一 力 。 这 采 的 排队 问题 可 以 化 归 上 述 模型 ， 
只 要 把 “顾客 总 数 "看 成 "质点 "、 如 果 一 六 为 了 在 (4 :十 从 
由 转移 到 ; 二 1， 需 要 来 到 一 个 顾客 , 根据 假设 (A)。 它 对 应 的 楼 
率 是 ph) 一 24 十 o(h); 为 了 转移 到 ?一 1， 需要 有 一个 顾客 被 
服务 完毕 ， 由 假设 《B)。 对 应 的 概率 为 一 全 一 一 ah 十 op， 
人 一 0 由 (7), 《8), 在 (Co 4+ 的 中 发 生 一 次 以 上 转移 的 概率 
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为 ot#)。 因此 ;由 C3) 《4), 得 产 人 所 应 满足 的 方程 组 为 
pI) = — Ca 十 下 Pit 村 六 pi 十 apiritt) 
(i > 1) (C9) 


Pl = bp) + aptr) 

这 恰好 是 $ 5.5 情形 甲 中 的 方程 组 (6), 于 是 完全 可 以 应 用 上 区 与 
太 节 的 结果 特别, prnCz) 由 $5.5 《22) 给 出 , wis dj 由 $5.5 《44) 
给 出 ， 

CC. R= 00. . 

这 是 理想 情形 , 它 可 看 成 很 大 时 的 近似 ,这 时 仍 可 化 妇 为 上 
述 神 型 ,理由 是 类 似 的 ,唯一 的 差别 在 于 , 如 果 x 一 i 为 了 在 (4， 
:十 们 中 转移 到 i 一 1, 需要 有 一 个 顾客 被 服务 完 , 由 于 = 一 co， 
在 + 时 的 i 个 顾客 部 被 服务 ， 因 此 ， 对 应 的 概率 为 is。 换 句 活 
说 ,这 时 


人 一 1 b= 
恰好 是 55.5 的 情形 乙 。 于 是 pirC) 及 ms。 由 分 别 由 55.5 C27) 及 
《457 给 出 . 
再, #2 二 之 50, 


同样 的 想法 ,可 见 这 时 
oial im), a= ma (mi) 
Bs =$ (i 0) 


玖 (一 ri =e 门 满嘴 微分 方程 组 
pat) 一 —spolt) + ape) 
PAL) 一 —C6 + jap + bpim lt) 
十 4 十 patD) (lm) 《1072 
pi = th 十 mma)pitt) 十 bpitr) 
十 mapsntt) (Ci 1m) 
和 在 并 始 条 件 pjt0) 一 8 下, 这 方程 可 以 解 出 ,方法 与 $5.5 (二 站 
的 相同 (参看 Saaty [1]， 第 四 章 , 110 页 ). 
例 2 试 讨 论 纯 生 过 程 在 迁移 理论 中 的 应 用 。， 设 有 二 不 相交 
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的 区 域 ER 与 R;, 存 忍 : 中 有 许多 质点 要 随机 地 迁移 到 R; 中 .网 x， 
表 于 上 时 已 迁移 到 ;中 的 质点 数 , 如 果 zw 一 5, 那 委 在 (oz 十 全 
中 ， 有 一 质点 迁移 到 RR, 中 的 概率 为 让 十 of 科 ，(# 一 0)， 以 
P(A) 表 Pxi 一 方 ， {psCD)) 满足 8 5.5 的 方程 组 (31), 即 
Pi 一 — Bp) + 有 -iD CG> 2») CD 
Prt) = — bpolt) 

如 果 质 点 还 可 以 让 如: 中 回 到 RR: 中 来 ， 那 么 类 亿 地 可 以 得 到 生 灭 
过 程 的 向 前 方程 组 。 

例 3 宇 负 年 线 主 要 有 了 琴 种 : 硬 射线 与 软 射线 。 前 者 能 穿 过 
一 米 厌 的 铝板 ,而 后 者 经 过 10 厘米 厚 的 铅 板 已 全 部 被 吸 玻 ， 软 射 
名 由 电子 和 光子 构成 。 一 个 重要 的 问题 是 : 以 x, 表 能 到 达 厚 度 
为 + 的 锯 板 屋 的 电子 数 , 试 求 x; 的 分 布 , 这 里 厚度 上 起 随机 过 程 
中 的 时 间 参 数 的 作用 . 

原来 , 有 两 种 放射 晓 变 ，1) 一 个 光子 窒 过 某 种 媒介 质 中 长 为 
的 路 程 后 , 按 一 定 层 率 放出 两 个 电子 而 消 尖 ; 2) 一 个 电子 按 一 
定 的 概率 在 失去 能 量 后 放出 一 个 光子 . 

一 个 电 了 于 《或 光子 ?作为 第 一 代 : 第 二 代 由 一 个 光子 组 成 ,这 光 
子 评 产生 第 三 代 的 两 个 电子 。……… ,从 而 构成 一 电子 -光子 流 . 

上 述 问 题 的 初步 解答 由 BhaBha 及 Heiler 给 出 ， 他 拉 认 为 ， 
作为 一 个 电子 的 后 代 , 通过 厚度 * 而 且 能 电大 于 瑟 的 电子 数 等 
于 = 的 概率 PK 及 为 


PAE Het, 4 一 人 BE) 


于 是 Ex, = 411, 

Furry 改进 了 上 还 解答 . 他 上 略 去 了 光学 代 ， 并 假定 一 个 电子 
经 过 长 为 的 足 程 后 变 成 两 个 电子 的 杉 率 为 中 十 ofp， 而 且 每 
个 电 了 弹 变 情况 与 其 它 电 于 无 关 , 于 是 他 得 到 了 纯 生 过 程 。 如 果 
x 一 2 那么 症 C1! 十 说 得 到 ?十 1 个 上 电子 , 必须 这 个 电子 中 
恰 有 一 个 暗 变 为 酌 个 , 它 钧 概率 是 ?56 十 oC8)， 这 样 刁 得 到 Furry- 
Yule 过 程 Bi 二 让， 从 市 PitD 二 Px 一 门 应 该 满 是 95.5 (36)， 
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解 也 由 那里 的 《372 给 出 ,如 
PRD = el eto C=1,2, ,1t>0) (12) 
(和 注意 这 时 开始 条 件 是 p0027 一 1, p;C0) 一 0 了 二 17。 
然而 Furry 的 解答 也 有 缺点 ， 因 为 他 没有 考虑 能 量 , 更 完满 
的 理论 后 来 由 Uhlenbeck，Arley 等 人 建立 ， 
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OF 四 


第 六 章 ” 生 灭 过 程 的 构造 理论 


$6.1 Doob 过 程 的 变换 


(一 》 设 是 二 4x(z, of 之 1 是 定义 在 概率 空间 (8, 多 ， 
P) 上 的 生 疾 过 程 ; 取 值 于 一 《0,1， 2 密度 抵 阵 为 B, 虽 共 
有 $5.1 中 (1) 式 的 形式 ,也 就 是 说 ,9 是 生 灭 矩阵 , 考虑 $ 5.1(6) 
中 的 RR 与 5， 由 55.2 系 1， 当 而 且 上 内 当中 下 oo 了 时 ,以 日 为 密度 
短 阵 的 生 灭 过 程 礁 一 ; 亦 撮 过程 唯 一 (采用 $2.3 (二 ) 中 的 术 
语 》. 

当 RR < co 时 , 情况 就 复杂 化 了 , 这 时 名 过 程 不 唯一 , 实际 上 
这 时 存在 无 窍 多 个 侣 过 程 ,于 是 出 现 正 反 两 方面 的 问题 ， 

正 问 题 既 然 这 时 怠 不 足以 唯一 决定 口 过 程 ， 那 么 两 个 0 过 
各 还 在 哪些 方面 不 一 样 ? 或 者 说 ， 还 需要 社 加 什么 特征 数 才能 唯 
一 决定 它 ? 

以 牛 会 看 到 ， 这 些 补 加 的 特征 数 紧密 地 联系 于 祥 本 画 数 在 第 
一 个 飞跃 点 后 的 行为 

反问 题 没 已 给 生 灭 算 阵 日, 满足 条 件 RR 过 00, 试 求 出 一 切 
名 过 程 . 

反问 题 已 在 $ 2.3《 二 > 中 叙述 过 , 我 们 这 里 只 便 复 一 点 ,以 说 
明 研 究 反 问题 的 意义 : 求 出 一 切口 过 程 , 等 价 于 求 出 向 后 微分 方 
程 组 


PI = OPG), PC0O) = I 
的 全 体 台 转移 年 阵 解 (ij。 这 里 ， 如 同 §$2.3《 二 ) 中 所 述 , 我们 
把 局 转 称 和 矩阵 Pte) 与 日 过 程 交 看 成 是 -一 对 应 的 . 
在 本 音 中 ,我 们 将 和 初 底 解 决 正 ,、 反 问题 ,最 后 的 结 蚜 见 § 6.6 中 
的 基本 定理 .所 用 的 方法 是 概率 分 析 方 证 , 它 建 立 于 对 样本 苯 数 的 
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深刻 研究 的 基础 上 。 这 和 神 方 法 的 基本 旨 想 类 似 于 函数 构造 论 : 根 
治 样 本 函数 的 性 质 , 可 以 看 出 Deob 过 程 的 结构 较为 简单 ;然后 用 
这 种 较 简 单 的 过 程 米 逼近 任 一 台 过 程 . 

因此 ,我 们 的 讨论 从 Doob 过 程 开始 . 

我 们 知道 , 密度 烧 阵 名 只 决定 在 第 一 次 飞跃 以 前 质点 运动 
的 概率 法 划 . 如 于 R 过 0 因而 以 概率 1 有 穷 时 , 质点 在 有 限 
时 | 间 内 到 达 半 加 状态 00， 至 于 如 何 从 oo 回 人 到 有 限 状 羯 的 概率 法 
划 则 不 是 由 名 给 出 ,那么 , 它 到 底 决 定 于 什么 呢 2? 在 $6.5 中 ,我 们 
找到 了 一 列 特征 数 p,q, +,, 之 0, 它们 完满 地 解决 了 这 个 间 题 ， 
给 出 了 质点 到 达 co 后 如 何 继 续 运 动 的 荟 则 。 直 观 地 说 , 4 可 看 成 
为 自 co “连续 流入 ”($§ 6.2) 的 概率 ， 所 谓 “ 连 续 流 入 ”可 想象 为 遍 
历 一 切 充 分 大 的 闫 态 《… sn 十 2, # 十 1, w) 而 团 到 有 限 状 态 ， 
t+ 一 1 一 9 是 眉 连 续 流 入 的 概率 ,而 rs 则 十 非 连 续 流 入 而 且 立 妈 
自 % 到 达 状 态 ” 的 可 能 性 的 一 种 测度 (§ 6.5 定理 2)， 任 一 占 过 
程 被 它 的 特征 数列 唯一 决定 .读者 不 妨 先 看 一 饥 . 

$ 6.5《 三 ) 及 5 6.6 可 作为 本 章 的 内 容 提 要 。 其 中 的 结论 可 不 
依赖 于 前 几 池 而 直接 阅读 ， 

本 章 中 恒 作 于 列 假 定 而 不 一 一 声明 : 1》 吕 为 生 灭 矩阵 而 且 
R < co: 2) 过程 都 是 典范 的 。 即 可 分 、Borel 可 测 、 右 下 半 连 
续 ; 3) 我 们 知道 , 转移 概 举 pjs (2) 不 能 唯一 地 决定 只 过 程 的 样本 
汞 数 《 例 如 ,在 一 0 测 集 上 任意 改变 样本 函数 的 值 并 不 影响 转移 概 
率 ), 虽 然 如 此 ,为 理论 的 完整 想见 , 二 过程 , 只 更 它们 的 转移 概 
率 相 辣 , 我 们 就 不 加 忆 区 别 而 看 成 是 同一 侣 过程 ， 

由 于 Doob 过 程 是 构 进 论 中 的 基石 我们 的 叙述 就 从 Doob 
过 程 开 始 . 

《二 ) 先 懂 述 一 下 Doob 过 程 的 定义 ,使 它 便于 应 用 。 考 虚 生 
灭 矩阵 下: R 二 %, 在 某 概率 空间 (多 ,P) 上 涛 虑 一 列 相互 独 
证 的 过程 tf mo) 之 0， 人 一 1 2 )， 它 们 可 分 ,在 本 
路 点 上 布 连续 ， 又 rm w》 ka 实 2) 有 共同 的 开始 分 布 为 = 一 
《ms mr 阳 过 程 Xs 名》 的 第 一 个 飞跃 点 记 为 TM), 
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TO 


Pr < 0 一 IT， 令吉 二 0, 1, 二 > 中， 定义 


xz 加) 一 RD 人 一 Ta) 0 Wh tei) EE Co) 
并 称 {rti, w》，! 守 0) 为 Doob 过 程 . 由 于 此 过 程 的 转移 概率 完 
全 由 只 必 工 决 定 , 故 也 称 它 为 《D，。 ww) 过 程 ， 称 
{x oo 
为 最 小 链 , 它 是 日 过 程 在 第 一 个 飞跃 点 前 的 那 一 段 , 它 的 转移 概率 
就 是 $2.3《42) 所 定义 的 向 后 方程 的 最 小 解 ， 

设 yo 衬 和 为 取 值 于 下 一 《0, 1. 2，'…，。co) 的 普通 ( 非 
随机 的 ?函数 , 称 点 z 为 它 的 飞跃 点 ， 如 对 任意 > 一 05 在 [Fr 一 8 
r] 丰 ， 它 有 无 穷 多 个 跳 怒 点 

对 生 丈 矩阵 Q，、Doob 过 程 的 样本 函数 是 所 谓 工 上 既 跑 数 。 
伪 域 为 三 的 缚 数 yt 之 和 称 为 踊跃 的 , 如 果 : IT 在 任 一 有 
穷 区 间 中 , 只 有 有 穷 多 个 飞 皮 点 mm 二 0, 之 Trin); 2) 在 任 一 
飞 获 这 间 [5, mo 中， 一切 不 连续 点 都 是 足 跃 点 zj。 其 数 可 列 
(0 1 2 5 3) 在 任 二 相 邻 
的 不 连续 点 上 ,有 

Jr 一 3CVHD 一 T 人 7 一 0 1 2 

了 鼎 路 明 数 称 为 了 T。 跳 牙 的 ， 如 在 任 一 飞 牙 点 王 避 人 > 及 上 ， 
YE En 

注意 ,了 跳跃 清 数 右 连 续 , 不 以 oo 为 值 , 

对 于 上 述 Doob 过 程 xz wt 全 0, 由 于 RR < 达 %, 一 切 随 
机 变量 tijCw) 均 以 概率 1 有 穷 , 又 下 一 Petro 一 办: 全 一 1， 
2 )。 

以 后 常 要 用 到 过 程 的 一 种 变 找 . 

称 户 数 y() ,1t 字 0 自 x 介 ,tf 闫 0 经 CCai, 64) 变换 得 来 ， 
如 果 存 在 二 列 正 数 (ax), (582, 使 

0 一 区 a Bo0 


而 且 y() 如 下 定义 : 
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yt 一 xf 当 0< 生 :< 中 时 
ye 于 
其 中 
d= 二 dert = dr Carr — bi) 
直观 地 说 , 描 去 x 《DD 对 应 于 【6%, 户 ) 的 那些 民 , 刹 下 的 第 一 
段 [0, o) 保留 不 动 ， 其 余 的 段 向 左 移动 ， 使 [0, m1)，[Bi, air) 
Gi 一 1, 2， *) 按 原 序 联结 而 不 相交 , 所 得 函数 即 y (2). 
今 以 xe 人 表 某 ,跳跃 训 数 ， 用 下 列 方 法 定义 二 列 正 数 ; 这 
种 先 代 定义 方法 将 多 次 引用 ， 以 
五 表 关 (5 的 第 一 个 飞跃 点 C1) 
Th inf (Tir 2 Ts T 是 飞 赋 点， 而且 zf < C2) 
如 是 已 定义 TR FRiF 风 ] 令 
Ten inf Cr:T > zi 是 飞 攻 点) C3) 
Tp inf 《ri:T = Thitls T 是 飞 财 点 ， xnCT) ~ EP| C4) 
于 是 
0 
设 以 上 诸 数 均 有 穷 , 而 用 


之 ， 《rt Ti) C= 0,n = 0) C5) 


对 x (Dy) 施行 CCrtr mo 变换 后 , 得 一 To- 路 跃 兽 数 
xi， 记 此 关系 为 
六 ix — ro CF) (C6) 
故 fo 表 了。 陇 路 函数 和 到 了 。， 跳 联 函数 的 变换 注意 ( 介 并 不 
表示 对 固定 的 * 双方 相等 . 
现在 考虑 《8, "过程 x(t,w02),t 字 0 (wt 全 .这 里 全” 一 
Cp pp 是 集中 在 前 # 十 1 个 状态 (0, 1,……,#) 
上 的 分 布 ， 使 PCxsCti, @) 二 分 二 gp 为 简单 计 , 设 pi 这 04. 
利 币 《UD。(22 定义 随机 变量 列 zm)，TwpL9(i 这 0)， 则 由 
于 民 之 oo0 及 多 > 0, 它们 均 以 概率 1 有 和 穷 而 且 05) 成立， 对 
过 程 wz。 o)，z 关 0 施行 CCrunko7， rt fo27 变 换 后 .得 一 二 


rE 


元 函数 ze wm), fi 这 Cwm E 0), 即 


fan—it Xn Ci, wo)) 一 Ts wo) C7) 
引 理 1 x 0) ,1 守 0 是 (8B, go 5) 过程, 这 里 
pi 一 wo 加 qh 《0 才 之 了 《8 


证 ”对 固定 的 w, 由 定义 知 Yoniti; w) 是 了 ,踊跃 隔 数 . 
证 对 每 固定 的 6 xsli, o) 是 随机 变量 ， 以 owo) 表 ztt， 6) 
的 第 工人 个 飞 贱 点 Coo 一 0), 并 令 


ko) 一 > [reg 一 Ta) (=) (C9) 
《换言之 , ?Ko 是 在 rwkwm) 以 前 , 自 xtz,w? 所 抛 去 的 区 闻 的 总 
长 )， 注 意 zefty oo) 是 右 连续 过 程 , 故 是 Borel 可 测 的 ,因而 
(za 加 = i om) < Erm)) 
= (xf + = rim) < 
村 HCwy》 过 | 
是 可 调集 ， 故 《zs-ikta 0) 一 站 一 之 Crit o 一 1 ow) < 


去 Tt) 也 可 调 ， 再 留 意 xigDs w) = roK0， ca), 基 得 证 
xa-iCfs os 上 字 0 是 一 随机 过 程 。 它 还 是 《有 ”0 过 程 ,因为 
对 任意 ! 兰 1 令 mm 为 xzakts 0) 的 第 m 个 飞跃 点 ,由 (8) 得 
Plxa Cr) 一 门 一 PKzagEeD7 一 站 = > PlxatTh,) 
一 让 re 一 rm : Plre, — rm) 
mi, bd 《1 _ PT! 。 Pp [eg ] 
之 《1 一 pe’ Ts "TT 


一 pH >, POT = 一 ro 
m= 


Plra, 一 Tm) 


因为 gf? 0， 下 Plw 和 tw 之 00) 一 1, 即 D>) PC 一 rw) 一 1， 
m= 
从 而 
Pr = Dp? OeilEn m1) 


* 


最 后 , 根据 Doob 过 程 的 定义 ,还 要 证 朋 x,-.(t, wm) 是 由 相互 
独立 的 最 小 链 组 成 。 rz。 0) 是 由 最 小 链 组 成 是 显然 的 , 疏 内 酉 
诺 独 立 性 ?， 忆 zj ;分别 表 xkf， wm) 及 xn-stt， 0 第 车 个 飞 赋 
点 后 第 i 个 跳跃 点 Cj 实 中 ,fC 加。 xi 加， 入 仁 意 无 穷 维 
Borel 可 测 明 数 , x 一 1;,2,…, 令 

Fs D(C) = fern C00) To Tony Xa Ts Ori rs “ -) 

Feo) = f(x CF), To Ts KolT)s To — Tus ** 
设 i 为 任意 正 整 数 ，ci，…, ci 为 任意 /个 实数 , 则 

Praor) 一 js FHV Set =1, ,DD 

= PrATA) 一 和 TS ers ss DD 

一 PAR) 一 m,, > tm) = fos POR, 

es t= 1, 0) = FPlr, (rm,) 
一 “sl 
Xi 
这 里 下 以 下 的 世 表 对 正 整数 和 > mi 人 1 袜 求 和 . 
由于 rukts o) 是 Doob 过 程 , 故 构 成 x(t,w) 的 最 小 链 是 相互 狸 “ 
立 的 因此 ,如 以 了 ; 表 开 始 分 布 集中 在 上 时 最 小 链 所 产生 的 测 
亨 , 即 得 上 式 最 有 项 
一 号 [gc 。 [ol 


we Lp me mr +1) I PF Ea cry 


v=1 


t 
1 :| :二 


CPI, < eo) — Pe) 


《rr 一 jvs Fm, < co 


| 


Pera) 一 fey Fa” D 2) 《10) 


然后 对 站 自 9 到 一 1 求 和 人 4 一 , 六 ,好 得 


yD 此 独立 窒 也 可 出 $6. 3 料理 1 挫 出 ， 
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是 
PAF YD os v= ls D= I PES? < e,) 
v= 


此 即 琢 诸 构 成 zo_Ci, ao) 的 最 小 链 的 独立 性 # 
类 伺 于 fn, ns 定义 另 一 种 变 手 Erni 如 下 : 对 了 跳跃 了 饼 数 
Xa) 仿 C1)—(C4), 令 


五 为 xnfo 的 第 一 个 飞 栈 点 | (1 
Pr, = inf Ctif Ty Xa Ct) nn) 《2 人 
rass 为 pw 后 的 第 一 个 飞跃 点 (3 
Ber 一 inf Cf:¢ TErT1S xf < | 《4 
奶 设 此 诸 数 沁 有 穷 而 且 


了 >) 《rtiri 一 prs) 一 00 (一 0， Bo = 0) C5 
二 自 


对 过 (72) 施 了 以 Cri pi,) 变换 后 ,得 一 了 ,一 点 路 函数 nl (A) 3 
记 此 关系 为 


Busn—iCXy C0) ) = Xn Ct) . 《II7 
或 者 ,为 以 后 方便 , 记 成 
Eesti 一 x A) C12) 


这 吵 示 变换 go+rus 把 Ts 点 皮 阔 数 变 为 TT, 屿 路 冰 数 ， 
今 著 虑 《BT 过程 rnfkry w);+ 守 0, 这 里 
和 taTID 一 < feetD ， vt 5 vt 
表 某 集 由 在 C0; TI: sn 十 1) 上 的 分 布 ， 它 的 样本 更 数 是 了 sn 
脉 跃 昂 数 ， 册 (12), 令 
Butun xrtilts 10)) 一 xalt, 加》 C13) 


则 类 羽 地 得 
引 强 2 xatf, ot 宇 0 是 (CO, VM" 过程 ,这 里 


vb :一 “9/(S vt 于 VY erp, ) 人 < 2 
sD = Co oe) f(D eh + id enna)) C14) 
= 站 


王 nF1 
2 2) 一 DD = 1 Cx C= 1,2,..:) 
i = : 
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其 中 cw 一 qa 放电 $5.1(25) 定义 。 它 是 自 厌 出发, 沿 Q 过 程 的 
轨道 ,经 有 穷 次 转移 而 到 达 i 的 概率 ， 
证 ”证 明 仿 引 理 1, 不同 处 在 于 证 《147?. 分 别 纺 alemy svtem》 
表 zt 9) 与 mfy oo 的 第 :个 飞 蚂 点 ， 
vy = Pfxafke 门 一 站 一 xsrCet = 
一 之 ， PlxsnCpBa) = jr Be = T+ 


X Pern SE Pr < Tt) 《157 
由 于 RR 过 0, 对 zwntis w), 自 外出 发 ,经 有 穷 步 到 达 氏 空间 的 
概 举 为 1, 到 这 过 一 1] 的 概 谤 为 全 不 一 1 3 故 


咱 
从 三 > | at eens > 0 
i=0 


是 自任 一 飞跃 点 出 发 经 有 穷 步 ?到 达 (0, 1，*…, #7 的 概率 。、 因 
而 


PCxsti 《Bu = 站 Tm 过 Br < rm+1) 


m—i Al—i, int+1y {mt1) 
= AA in) 
(1 一 AYiIA! A 


类 似 地 有 
PlxariCBin) 一 #) Tm Ber < Tt 
一 【pie 十 pV ers) /A 
以 此 二 式 代 人 《15)， 并 注意 易 证 Plri 所 Bi 所 oo) 一 1， 
Plime ~ co)=1 
即 得 证 《147 中 前 二 式 ， 最 后 一 式 是 显然 的 8 
更 一 般 地 , 对 x > m, 定义 二 变 挽 
fom 一 ftir " "fu—in—2f nn—! C16) 

Bnm — Bmtim’ “ain nn C17) 
它们 者 是 把 了, 炭 跃 函数 变 为 了 T。 .就 里 通 娄 的 音信 换 ， 逆 变换 
大 ,8 天。 则 把 了 = 上 牙 函数 变 为 To。 跳 攻 函数 ,但 后 者 一 般 是 多 全 


1) 0 步 也 算 作 有 穷 步 . 
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的 ， 

三》 仍旧 考 说 《8 , 28") 过 程 ztz, os 之 0， 根据 随机 过 
程 的 表现 理论 ?, 可 以 取 基 本 事件 空间 & 一 Q., 这 里 名, 二 Cw,) 是 
全 体 T, 跳跃 玉 数 的 集合 ,而 且 基 本 事件 w。 与 样本 函数 zott, wn》 
重合 : 团 *okty wn) 一 os， 之 中， 这 样 取 定 的 概率 空间 记 为 
(02, 名 ,了 ,), Pr 完全 由 89, $" 及 一 开始 分 布 决定 。 今 如 取 册 
(8) 定义 的 分 布 BT? 则 中 《7 及 引 理 1, 定义 在 (9,, .多 PP) 
上 的 过 程 fCralf, os)》 是 C0, B70) 过 程 ,由 此 易 见 fwkrokt， 
22 是 定义 在 C986, .Fs Po) 上 的 (0; BD 过程, (om 过 2), 这 
里 


Tp" /Pe Gi<m) C18) 
此 式 是 C8) 的 推广 . 
今 设 已 给 一 列 非 负数 (pg,), 使 
0 < > pi 0 {19) 
i 二 和 0 


《注意 此 级 数 可 以 发 散 》， 改 至 少 有 一 q; 沁 > 0， 不 失 蓉 下 讨论 的 一 
般 福 , 设 po > 90。 由 《qi) 作 和 集中 在 C0, 1,，…,w)》 上 的 分 布 

DY = 《9 后 。 中 人 。 了 名门 。 
其 中 


pi = 中 / 2 pi C20) 


显然 ,分 布 列 C9”) 满足 关系 (18)， 

引 理 3 存在 概率 空间 《8, 多 , 下， 在 其 上 可 以 定义 一 列 
CO, 8 过 程 ru(b w)， +t 庄 0 Cn 一 0,1,2,.…'), 使 满足 关系 
《7)。 这 里 由 (20) 决定 . 

证 ”国定 一 分 布 (vi) 作为 开始 分 布 .如 上 所 述 , 对 每 一 sz 守 0， 
存在 《8 多 Ps) 及 定义 于 其 上 的 《0, 8 过 程 zi, ms)， 


1 见 pooh [1] 第 一 章 556, 


i 


t 守 8， 对 任意 太空 匡 个 非 抽 整数 和 szxky 任 育 关 之 maxfn， 
在 CO, .名 Ps) 上 的 运程 > 人， oo) 一 foiCra(t， 
wo)) 也 是 C0, 名) 过 程 , 故 与 zwfp oo 产 0 有 租 同 的 有 穷 维 
人 分布. 今 对 6E [0, 00) 及 六 EEC 一 1， ,和 定义 万 维 分 布 
Fo ss nk Ci "* jx2 一 PCenilEr> wa) 一 fi 
1 C21) 
易 见 此 分 布 不 依赖 于 ** 的 选择 ， 而 且 有 穷 维 分 布 族 【PR。 wkAl 
是 和 相 容 的 ， 故 根据 Konmoropos 定理 ,存在 概率 空间 C0, 多 ,了 )， 
及 定义 于 其 上 的 过 程 列 x tt; w) ?全 0 (Cn 一 0,1,2，"*"》, 使 
Pxsthy wm) 一 人 一 + KD) 
一 Po rh 4 人 CR "yy jn) C22) 

由 此 及 C2 站 特别 地 知 xs(ts o7 与 za ws》 有 相同 的 有 穷 维 
分 布 ， 其 次 , 按 上 引 定 理 , 可 取 如 二 Cw), 其 由 ww 二 okmy 巧 是 
基 值 于 忆 的 二 元 函数 人 一 0，1: 26 [0， co)7。 并 且 x,ti， 
o) 一 ofas 人 站， 由 于 对 一 其 和 裕 掉头 0 PFCzyan 二 mkt 
0 一 1 PrlCsnCis m4) 是 了 ,跳跃 函数 》 一 1, 故 可 自如 中 除去 一 
0 测 集 ， 以 使 对 每 wxsCi, 0) 是 T, 跳跃 函数 , 帮 过 程 xz wm)， 
2 守则 成 为 C9 四) 过程, 并 且 便 (7) 成 立 。 清 洗 ( 纠 小 ) 后 的 
概 素 空间 仍 记 为 (9, 多 ; 门 , 则 点 空间 符合 要 求 # 

逐 句 重复 引 理 3 的 证 明 , 作 显然 的 记号 上 及 字面 上 的 修改 后 。 
即 可 证 明 下 面 的 | 

引 理 4 疗 在 概率 空间 C8, . 镀 ,P)， 症 其 上 可 以 定义 一 列 
CO Vm 过 程 x w)， 了 宕 0t4 一 1,2，'""), 使 满足 关系 
(013), 这 时 从 一 Cp 多 vw 二 13,3 "是 (14) 
的 任 一 列 非 负 解 . 


56.2 连续 流入 不 可 能 的 充 事 条 性 


《一 ) 刘 xC1sw),! 宇 0 为 可 分 如 过 程 ,由 $3.1, 不 影响 转移 
概率 ,对 每 56 已 ,可 设 寺 集 So 一 和: xft o) 一 站 以 概率 1 是 
洗 穷 或 可 列 多 个 左 阿 右 开 的 不 相交 的 :区 间 的 和 ， 而 且 在 任 一 有 
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界 区 间 9， 只 售 有 六 多 个 于 区 间 , 在 任 一 定点 + 后 者 第 一 个 断 点 ， 
它 是 跳跃 点 C8.s.). 

定理 1 对 任 音 可 分 过 程 xrCi, wm), 1 守 0, 六 集 T(w)=(1;1 
是 xCs; w) ;说 的 飞跃 点 ) 是 闭 集 (a. s.). 

证 对 固定 的 w, 称 4 是 区 二 Ttw)) 的 左 极限 点 ,如 # 是 T 
的 极限 点 , 但 存在 E > 0, 使 x 人 站 在 [a 一 2 4) 中 为 常数 ， 记 工 
的 左 极限 点 集 为 4， 并 令 B 一 (8:x (2) 在 。 不 连续 ， 而 且 寿 类 
[5 一 5 605 > 0) 为 常数 )， 显 然 4CB3。 但 另 方面 , 因 [8 一 5， 
5) 必 会 于 某 主 区 间 之 中 , 而 且 如 中 不 同 的 不 能 含 宇 同一 区间 
之 中 , 辟 B 是 可 列 集 (a.s.),， 记 B = 二 08.) 则 5 不 是 距 也 点 的 概 
率 等 于 0， 暂 则 ,存在 rE RR《 可 分 :- 集 ), 使 PCr € [5 一 ,6.9 而 
县 钨 非 黑 跃 点 7》 > 0， 于 是 + 后 第 一 个 饭 点 以 正 概率 不 是 由 既 
点 , 此 如 上 述 丰 可能。 和 波 B 由 点 于 点 构成 ; 然而 由 4 的 定义 ,4 中 
的 点 均 非 耿 嘱 点 , 故 4 有 一 由 从 而 4 一 中 (a.s.), 

如 点 YY 是 工 的 极限 点 ， 伍 YE 4， 则 在任 一 [下 一 sy 5 中 必 
有 无 穷 多 个 跳跃 点 , 履 YET， 因 出 得 证 TCw) 是 闭 集 (4.5.) 

性 意 固 定 室 0。 由 定理 1, 可 定义 

Tao — maxs CY:7 EP 7 ET(O)) - 
换言之 ，rtwlw) 是 前 的 最 后 一 个 飞跃 点 《如 右 方 括 号 中 集 是 
的 ， 风 令 zw) 一 只。 它 是 随机 变量 . 易 兄 几 平 处 处 存在 极限 
Em xCt, oa)。 实 际 上 上 ,如 说 不 然 , 必 存在 ze 五 , 使 


4 rep 


Pllim xf om) > lm Ci, wm) = i)>0 


frp rrr opt) 


由 于 PLrglw) 所 qq) 一 1， 故 上 式 表 示 以 正 的 概 罕 在 [0; 中 ] 中 有 
无 穷 多 个 i 区 闻 , 此 不 可 能 . 
定 关 x(rys WwW) 一 lim xt, w)。 如 对 任意 9 之 0 有 PxtTy， 


o) 一 00) 一 0, 则 说 质点 不 能 自 co “连续 地 ”流入 有 穷 状 态 : 不 和 久 
可 证 ,其 充 要 条 件 是 3 一 00， 该 时 5 由 $5.1(6) 定义 ， 
《二 》 设 xft ao 全 0 是 取 值 于 的 典范 链 , 对 [0，co? 中 
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性 一 子 集 8, 以 更 * 表 含 o- 集 (kr 9) 二 门 ,EB, jE EE) 的 最 
小 o- 代 数 ， 设 随机 变量 5Cw27C 所 00) 为 马 氏 时 刻 , 记 于 一 个 Co 
二 00), 令 
[05] 一 (4:A4CBt, 对 任 t 守 0, ANGG DE [0, 1]) 
| 《27 
凯 老 [0:5] 是 & 中 一 代数 由 强 马 氏 性 , 对 任意 了 E 殉 [0， 
00), 在 如 :上 ,除去 某 0 测度 集 外 ,有 
PO.B|IB [10, 81) = Prt B) C3) 
引 理 1 设 Cw) 为 随机 变量 ,满足 条 件 : 
(i) 对 任意 : 宇 0, 1 关 0, w- 集 4 一 (这 E10, s]， 
MH A CECA.N ed: 
Cn) 存在 工 > 0 0 使 对 一 切 吉 才 E, 有 PCAr) 1 一 


Es < 天 oo， 
证 四 二 <c 轨 [0， #]， ArE [5， 00), 由 蕊 氏 性 得 


PACAsn) < PACAiN 6:40) 一 ParCADPCd®) 


< (01 — PA) (4) 
从 而 PC 所 《1 一 四 "并且 


如 


人 


Bt 一 人 PE > oY ds = > PCE> ds 


ETI PE aT) TD PCdo < 
t= w= 


由 于 EE 性 党, 芍 EE < 一 oo。# 

《三 ) 定理 2 设 8 满 足 5= 0 则 对 任意 98 过程 xG, wm)， 
fi 其 0, 有 PCxtros oo 一 00) 一 上 0, 这 里 qm 会 0 任意 . 

证 如 尺 二 0， 则 因 第 一 个 飞 皮 点 fCw) 一 00 (as ， 故 
ra(w) 一 0 (a.s.) 而 定理 显然 正确 ， 

设 评 三 00， 令 Cm) 二 jnf iyxtf; 0 一 下， 网 Pt 到 oo 
二 村 ， 引进 随机 变 辣 


So] = inf Csz(o wm) — ks rss 0) — 00) (CeE) C5) 
《如 右 汶 括号 中 集 是 空 的 ， 则 令 所 (四 一 007)。， 试 证 P84Cw) 一 
co0) 一 上 
完 证 Ptw) 一 00) 一 1， 如 说 了 未 然 。 则 Fl5 二 2) 之 0， 
故 至 少 有 一 iE BE， 使 Pit#6 之 00) 0。 既然 RSKoD 之 Tw)) 
= 1, 访 
Pit < 0 = Pn < 0 5 < 00) 
对 gi 用 强 蕊 氏 性 即 得 
Ptéo < 0) = | 


dm) 


PC — Ni | Pd me) 


= | Pral&, < co)P,Cd0) 
[| 


因为 #7 一 1Poko 一 oo 一 1 直 由 上 式 得 P500) 一 Pi(8 
< 00) > 0， 于 是 存在 了 > 0,a> 0, 使 BB 之 了 ) 守 wmw， 了 既然 
对 任意 4E E, 有 

P(E < 了 7 Pol TT, 6 — Ye TY) 


| hm Tm PA) 


= PiCéo < 了 ?Pak < 了 7 
喜 Pt5y 各 TD) 守 Pio TD PCs > TIA ,CRE EY, 
从 而 引 理 1 条件 ti 注 足 ; 由 名 Ce) 的 定义 ， 易 见 那 里 Ci) 也 满 
是 , 故 得 E5: 之 9。 按 55.1 定理 2 及 假设， 


limFo, 一 5 一 0 
并 一 汪 


04 为 向 出 发 , 经 有 穷 步 首 达 30 的 时 间 ， 故 存在 Y ,使 
Ean > 2ES, 《67 


另 方 面 , 用 选 代 法 定义 
oC) 一 iniCarzkty oo 一 
Bem) = inf (tt eeoyyrfty oo 一 六 十 1 
om) = int Ctst > Bn), x(t Ww = NC— 1) 
BiCo) = inf Ct > ot) rt wo) = N+1) KR> 1 


217 ， 


由 于 R < 00， 易 见 DPCors < 名 二 一 1:2。 :小 一 1， 今 
保存 区 间 [asfo7， po (一 12) 而 抛 去 共 它 区 亲 , 并 将 
保留 区 赔 庙 左 按 原 序 平移 ;使 mw(o) 重合 于 0， 并 使 各 区 间 相 联 而 
不 相交 ,所 得 为 Ow 过 程 zyCtyw) st 守 0 5.1 (16)), PCrnC0， 
0) 一 NN) 一 1， 显然 owl0) 二 inf (1 ryC, 0) = 0) SC), 
故 了 ev 守 E66， 此 与 (6) 矛 逢 ， 故 PCSCe) 一 co 一 1. 


其 次 , 由 P( 后 天 oo) > PS < co) |[ 一 得 


PCS 一 oo 一 工 (EE) 《7 


今 如 说 定理 不 真 ， 即 对 某 之 0， 有 PltxCryp) 一 0) > 0, 则 
必 存 在 不 tE, 使 Pixtre) 一 00, xp 让 一 0 故 P(E 于 00) 实 
Pirtrg) = co x(gp) 一 可 祈 0 此 与 (7) 矛 慎 #4 

系 1 如 3 一 co 则 存在 名 ,， POO) 一 1, 使 wE 2, 时 ， 本 集 
Hs = (tlimxks, wm) 一 0， 而且 存在 8 > 0, 使 在 C+ 十 5) 中 
无 飞 耻 点 ) 是 空 集 . 

证 只 要 令 饭 一 站 Cwm:Etw) 一 00) 

各 

反之 , 如 3 三 00， 由 下 面 革 6.6 系 2， 知 存在 如 过 程 使 定理 2 

中 结论 不 成 立 ; 收 5 一 co 是 不 可 能 “连续 ?六 人 有 穷 状 态 的 充 观 条 


件 (参看 $6.5 中 定理 2 及 定理 3), 这 一 结果 在 构造 论 中 会 起 到 重 
对 作用 。 


46.3 一 般 忆 过 程 变 换 为 Doob 过 程 


一》 是 否 可 变 任 一 各 过 程 为 Doob 过 程 9 林芝 给 出 一 般 方 
法 ， 此 时 98 不 变 而 转 委 概率 的 变 忙 则 可 控制 得 很 小 

设 昌 为 保守 妈 阵 (网 2.3 C12)), 而 且 49; 这 0 一切 二 五 ; 称 
眠 阵 吕 为 磊 子 的 ;如 满足 


13 这 也 可 以 fo-3 定理 2 证 (i) 推出. 
2 敌 看 66.4 定 还 3 的 证 时 . 


PC 一 jl = 0 GQ, i E) C1) 


的 马 氏 链 (5 )(* 之 0) 具有 性 质 :对 任 一 集 R 所 不论 开始 分 
布 如 何 ,存在 正 整 数 NC 一 NGo)), 使 
Pl,€ R,n 守 N) 一 0 或 1 (2) 

称 8 过 程 为 原子 的 , 如 9 是 原子 的 ; 而 由 (1) 定义 的 蕊 民 链 (&,》 
则 称 为 此 器 过 程 的 找 入 马 氏 链 . 

易 见 生 灭 过 程 是 原子 的 。 实际 上 , 以 4 表 (2) 中 左 方 括号 中 
的 w- 集 ,4 是 (5) 的 不 变 集 , 仿 $4.2 (16), 得 

PK = P(A + HPA) Ci>1) 


PA) = P(AY 

解 之 得 PA 二 cs 从 而 PAAY 三 0 或 二 1{iE E); 故 PA 一 0 
或 1. 

今 设 xf wm)，! 空 0 为 可 分 的 Borel 可 测 齐 次 马 氏 链 ， =F 为 
其 第 一 个 飞 皮 点 3 又 设立 为 马 氏 上 时刻， PC < ce) 一 1, P(x(6) 一 
2o) 一 0， tr 为 5 后 的 第 # 个 上 路 点 ,re ~ jimzt 是 上 后 的 第 一 
个 飞 著 点 ; 易 见 tre" 为 蕊 民有 时 刻 ， 

定理 1 如 QQ 过 程 xtf, oa 关 0 是 原子 的 , 且 rT < 00) = 
1, 则 

PCOrLB B00) =C (C3) 

这 里 BE 天 no 又 殉 mon 是 含 一 切 绍 reo(n 六 Cr 外 二 站 的 最 
小 呈 代 数 ; C 为 不 依 束 于 的 常数 . 

证 除去 一 0 测 集 后 ，z 和 名 过 TT 2 一 全 pt。 先 证 
< EB [Ort 性 到 AE Br 由 ACHntD, XY 


CA TED EN = A, ENDN Dr) 


1 C4, BD) 过 AMB， 
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虽 


-rm enN UY NU [Ls 


二 1 d=p 


二 < TH) 


< Nn (存在 PP < 妇 2r。 使 x 四 
的 car 


坪 了 6E 殉 Tt, 于 十 哆 [oz 人 3 + [rr 由 强 蕊 甘 福 ,得 
POO B | 次 oo 一 imPk6ee 如 | 静 mrgm 


二 一 jiny Purrte5 1 CO. BY (C4) 


任意 取 实 数 w> 0, 令 R 二 CGP(9.:B) 0), 由 42 
Pla:P(lor BI > 区 
二 PCm: 存 在 NC 二 N(wa)), 使 x 空 N 时 ， 
XLT ) EE RY 

然而 CxC72 四 DD G4 一 0, 1:2,， 是 @ 过 程 的 谋 入 马 氏 链 ， 开 始 
分 布 为 一 P(x《Z) 一 让 (i >> 的 ， 由 原子 性 得 

Pa:PC6 .是 [ 哆 mo 盖 划一 0 或 1 
由 于 = 为 任 一 正 数 , 故 以 概率 1 

PCO BI Bs) = CCE) 

这 里 C06 表 一 常数 , 它 可 能 依赖 于 5 更 精 确 些 ,可 能 依 束 于 开始 
分 布 i 一 PCx(C5) 一 站 GE BY)。 利用 马 氏 链 理 论 中 下 列 简 单 事 
实 ; 设 (x,) 为 马 氏 链 , f 为 实 值 沙 数 ,如 对 任意 开始 分 布 ，fCx,》 
当 w 一 oo 时 凡 概 率 工 收 敏 于 常数 ， 则 此 常数 与 开始 分 布 无 关 "。 
因此 , 在 此 事实 中 取 #4 一 xf 后) ， 拓 xz 一 Pm(8:B); 即 得 C8) 
与 了 无关 所 


1) 实际 上 , 先 谈 开始 分 布 # 二 (Cr) 满足 本 > 0, 一 若 i, 则 由 PC 一 ee 一 
1 得 PC 一 er 一 1，cft0 为 可 能 所 帧 于 的 常数 . 另 方面 ， 由 惧 定 
Pi C9)) 一 1，di 表 和 集中 于 单 点 2 上 之 分 布 ， 天 ot) 一 cld), 今 
设 为 任意 分 布 , 则 至 少 存在 一 1? 使 > 9, 前 复 上 推理 得 tw') 一 81》 二 
eC), 
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由 此 定理 可 见 , 事 件 .8 与 哆 mr 中 的 事件 独立 . 
(二 )》 现在 进一步 设 2 为 生 无 矩 跨 酒 且 尺 二 cp ， 用 选 代 法 定 


六 
iC 一 TC)) 为 xf 0) 的 第 一 个 飞跃 点 C5) 
PV) 一 inf Gt no), rt, 0) SA C6) 
如 fw-uCw》s Bs) 已 定义 ， 则 令 
za(w) 为 B09,Cw) 后 的 第 一 个 飞跃 点 C7) 
PDO) inf Ct tol) rb, 0) ER C8) 


此 外 , 令 名 Cwm) 为 肛交 w) 后 的 第 起 个 跳跃 点 . 
对 0 过 程 #4, @),! 主 0 施行 ClrwCe), BCwm)) 变换 后 ,所 
得 过 程 记 为 x,(t, w),! 守 0. 
定理 2 如 民 < 一 oo, 则 ro oo 为 (8 Fo 过 程 , 其 中 有 
一 《gz 0 满足 $61K14)。 
证 “为 证 此 只 需要 证 明 下 列 结论 : 
(9 对 一 切 z 和 一 1 2 PCB < co 一 于 
(iD 对 任意 固定 的 2 之 1 xp Cm 一 1 2，…) 狂 立 同 分 
布 ,而 且 wv! 一 PKxK8 二 门 满足 $6.1《14); | 
Ciii》 对 任意 固定 的 ” 兰 1, 随机 变量 族 
Cx CBM); CRE 一 PR)s R=0,1, 2) CP = pir) 
不 依赖 十 随机 变量 族 
Cr: Bi j= 0,1,. ,mo—l1; 让 一 0， 1, 2,-.…) 
如 果 这 些 结 论 得 以 证 明 ， 则 由 寺 xs oo 7: 闻 0 的 密度 息 阵 
是 8t 这 由 台中 元 的 概率 意义 推 由 , 见 §$2.2 定 理 5,6.) 而 且 丰 发 路 
点 上 的 分 布 为 PCr 站 = 站 一 v00 入 ?有 , 疏 它 是 CO,V") 
中 一 QiiD 的 证 明 分 成 四 步 : 
CAY 由 民 二 950, 存 作 5 记 0 及 iE EE, 使 
PC8D < oo Plr, < sx) EDN) >0 C9) 
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由 此 可 有 见 " 存 在 了 >>0, oa 之 0, 使 对 任 一 REE, 有 DCB 声 T) 
宇 ee， 从 而 根据 $6.2 引 理工 立 得 EBD 过 0， 车 有 PCBI? 一 co) 
一 1. 今 考 塌 yt, 0) 一 的 So 十 1 0), tf 字 ,由 关于 B80 的 
马 氏 性 它 也 是 8 运程 。 仿 C6) 对 此 ytis, w@) 定义 的 多 Ww) 记 
wm)， 则 由 上 上 知 Pp 加 C6) 过 00) 一 1 于 是 由 训 ?w) 一 
ea 十 Pi8Cw) 得 PC8 < co) 一 [1. 如 此 继续 ,得 证 PCB 二 00) 
二 1m 法 1)， 既然 当 5 莽 时 ， 风 Mo 所 于 (Cw), 故 介 对 
宇 站 正确 . 
(8) 固定 w( 宇 站 令 圳 二 0。 报 B; 二 《x(8") 一 门 。 并 于 
定理 1 中 令 wm) 一 PreoDCm 一 2,3,.…-,)， 得 知 诸 事 忻 
Or Bi = CBE = C=0,1,..,n) 
与 更 me 中 的 事件 独立 ;特别 与 事件 x8 二 7 之 my， 1 语 二 0 
1,…;# 及 其 交 独 立 ， 从 而 诸 4062 Cm 之 1) 相互 独 谍 ， 再 在 
定理 1 中 顺 次 令 ie) 二 0, 5m) 二 B20 7 一 玖 Ko。 
可 见 诸 事件 9.,B; 一 (x(P 中 二 让， 9.,B; 二 (x(t8") 一 门 …* 有 
相同 的 概率 
CC 为 证 《iiD 对 nC 守门 成 立 , 内需 证 C(8 Bip 一 2， 
太一 0 1 2 与 殉 oom 中 的 事件 独立 。 对 任 二 组 灼 数 
be “<r 有 
(xP 一 有 x ) = i + 一 Pe > fs 
Bm PD > 4) = OB 
其 中 BB 一 CxCp880) 一 二 sx) 二 吉 ; 
BE — BE > Bi — BD > 1 
仿 (3) 利用 定理 1 即 可 . . 
KD》 证 (让 ,CD,《 壕 )》 中 的 结论 对 任 一 a( 字 人) 成立。 只 要 
证 PCB < 0) 一 工 即 可 ， 如 v2 二 P(xC8127 一 1) > 0， 风 由 


1) 实际 上 , 用 {9) 至 少 有 一 7 使 记 CBID < 00) > 0; 从 而 由 R< oo0 知 PoC81D 
守 00) 祈 0。 敬 有 了 T，q 梧 PatB1 人 所 了 T) 汪 we 于 是 PiCBID 车 ) 守 PacB{D 
所 守 
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C4) 及 《BD 得 PC8? 一 o0 一 呈 半 Go 一 1 如 吕 -， 
略 二 用 . 


出 取 趟 委 态 : 使, 拓 盖 0。 于 是 PC8 < oc) 一 pe > (1— 


ve0)" 一 1， 然后 利用 (A) 中 之 方法 得 证 PE 之 00) 一 1(R 守 
1). 改 后 完全 得 证 。 为 完全 证 明 6 站 ,Ci 让 具 要 在 (B,CC) 
中 以 1 换 1 最 后 , 注意 guokrotiiy oo7 一 rofrs 0)， ， 政 《oo 
满足 8 6.1(《1474 

对 于 民 二 00,5 品 00 的 0， 尚 可 如 下 把 如 过 程 恋 为 Deob 过 
程 , 代 兰 (5) 一 (8), 令 


(9) 为 zt1， oo 的 第 一 个 飞跃 点 (107 
0) 一 inf 位 阅 Ta) 为 飞跃 点 ,es 0) 挟 个 《1 
rmko7 为 oo7 后 的 第 一 个 飞跃 点 C12) 


oC) 一 int (fyf 全 ratoD 7 为 飞 颇 点 , x(1,w) 去 2 {13) 
此 人 外, 令 oCo) 为 opmCwm) 后 的 第 多 个 跳跃 点 ， 

对 2 过 程 *(o w), ! 守 0 施行 CClw)， oo (co 变换 后 ,所 
得 过 程 也 记 为 vt w), t+ 这 0, 

定理 3 设 尽 < 所 5 8 一 c， 则 rokzs oo7。t > Cs 1 为 
菜 非 负数 ) 为 《BC， 密 " 过 程 , 其 中 @'" 一 Cp Pp 
中 $656.108). 

证 取 记 0, 使 Pr < 的 全 0， 由 $6.2 定理 2, PCx(rTp) 
和 00) 一 1, 这 里 Yoke) 是 以 前 的 最 后 一 个 飞跃 点 . 于 存 在 1€ EB， 
使 PT, 所 zo; rT 一 站 一 Fr 和 Tp) 一 站 记 0, 从 而 

PlaD < oo Pn Err D> 

故 得 到 了 与 (9) 类 似 的 式 子 ， 然 语 只 要 逐 名 重复 上 定理 的 证 明 至 
DD 以 前 ,并 作 显 然 的 改变 即 可 # 


$64 5 一 oo 时 他 过 程 的 构造 


《一 》 大 定 酝 一生 束 矩阵 8， 使 R 二 0%， 考 虚 56.1 中 方程 
组 人 (147 ,任意 给 定 sz 只 ,9 所 5 用 1 则 唯一 决定 ) 如 果 Loi， 
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已 未 出 , 则 任意 给 定 v0 之 v8 和 志 1 后 ;可 唯一 决 
定 Co 办。 因此 给 出 一 数列 《Cot7 后 《以 后 简 记 为 
《ro 即 oo 一 v9 可 瞧 一 决定 6.1 中 《ID 的 一 组 解 ， 为 使 此 
组 解 由 每 Cv 的 ，… v0)(n 一 工 , 2，.…*) 均 是 一 概率 分 布 。 不 难 
看 出 , 充 要 条 件 是 (v,) 满 趾 条件 

. i1 宇 让 守 人 0 


1 = 加 = | 1 蔗 ”~ gl) >=0 | 1 
《sz 一 | 一 zw 区 end 一 gn) ” Cn ~ 7 ? 


由 $6.3 定理 2 让。 立 得 
引 理 1 设 已 给 29 过程 x(z, w); 1 关 0， 使 玉生 名， 则 序列 
Cor) 


vo = PCxCB1") — 12), nl1 (2) 
满足 (1). 
”本 节 中 ,以 下 恒 设 R< co 一 co。， 
重要 的 是 ,以 后 会 证 明 ; 设 巨 给 满足 (1) 的 序列 C2,)， 则 必 
存在 2 过 程 x(:, wm》, t 2 0 满足 (2)。 而 且 此 过 程 是 唯一 的 ， 为 
此 横 作 相当 准备 . 
设 已 给 -- 列 满足 (1) 的 (z,)， 它 决定 $6.1(14) 的 一 组 解 记 
为 CVD), VD 一 Cz 四，… v8)， 泊 $6.1 引 理 4, 可 在 森 空间 
(8, FP) 上 作 一 列 C9, Fo 过 程 (ts w), :之 0Cn 3 1), 并 
且 
gaalxalts 0)) — xn 人 tso) Cn m) C3) 
换言之 ， 对 rt o)] 施行 CCrg mCw)，Bi*"mCw)) 变换 后 即 得 
xmlts o)， 这 里 fiw), be Co) 仿 36.3 中 (5) 一 (8) 对 过 程 
r,t, wo) 定义, 即 


rmCo) 为 zats oo? 的 第 一 个 飞 卫 点 (4) 
Be) = inf Cit > rp), zats 2) < m) (5) 
tm mC6) 为 B42) 后 第 一 个 飞 茎 点 《6) 
Po) 一 inf Cot DB rm), xalty om) Em (7) 
TC 为 xf oa) 的 第 主人 个 飞跃 点 (C8) 


TDCe) 为 Cwm) 后 的 第 计 个 号 九 点 C9) 
先 著 莘 一 等 殊 情 况 , 即 w 二 工 G 空 1) 时, 此 (wv,) 所 决定 的 
$6.1C14) 的 解 记 为 C(x), 显然 
Do Cs a a ) = C0, 0, 1) 《107 
引 理 2 对 C9, xz“ 过程 zz 0) 二 0 令 Ew) 表 使 
0) 的 主 的 个 数 , 则 


Es" "(0) 一 PC < Bi ~ C11) 
f=] 


一 了 工 _ 
这 里 ZZ 及 Zs 由 $5.1(7)》 定 义 ， : | 
还 定义 (Cw) 二 1 或 0, ， 规 六 :和 < 拓 与 否 而 定 ， 则 


FE m) 一 > En; 一 > PCRfe， mA BO), 但 PCB < Bi) 


盖世] 一 -oO 区 故 由 5 5 1(25) 并 回忆 co 一 g(0》, 得 
fins tm) 一 - eo 
EE Sa m0) Zs 

对 CoO, zt 六 过程 xatt, 品 ) :1 2 人， 定 光 : 
Tm) = pir Nw) — TMCw) (Cn +) C12) 
故 7 是 自 zx 算 起 ， 初 次 到 达 + 的 时 间 ， 福 守 P(xs(Tf"》 一 
了 一 TI， 页 ET6e7 是 在 质点 自 *# 出 发 ， 到 达 co 后 立刻 回 到 
的 条 件 下 ,质点 初次 到 达 ”> 的 平均 时 间 . 因此， 它 不 超过 在 “ 自 = 
出 发 , 到 达 co 后 “连续 地 ? 回 到 有 穷 状 态 ” 的 条 件 下 。 此 时 间 的 平 


均值 盖 ， er《 见 $5.1C(5))， 此 直观 上 朋 显 的 事实 可 如 下 证 朋 . 
在 一 了 二 卫 


引 理 3 对 (9，,xto) 过 程 , BToeo 攻 台所 5 (nr 


点 二 六 中 工 
0 。 
证 首先 注意 一 简单 事实 设 有 差分 方程 
Dr TD et 
C0 kN) C13) 


A 


其 中 心 二 a 二 下 产 人 亲 之 0,0 达 8E 守 00( 如 8 一 00, 则 
令 es 一 0)， 在 边 值 条 件 锣 。 一 0， 名 wy 一 ce 之 0 下 之 解 记 
为 (BR, BB) BE 2 BP ER EN). 

邻 以 天 表 对 (0, <) 过 程 彼 辣 出 发 初次 回 到 i 一 1 的 平均 
时 间 :, 仿 $5.1C19), 得 


4. 工 十 可 ( 工 上 站 ， 
广 cs 十 Cs ( cr 十 Fr 十 ) 
{li (14) 


或 方 一 二 十 二 fi C1 声 二 所 区 ， 大 如 已 知 所 4; 则 
. EH 


1 AR 
= 一 . 十 下 十 Dim 
n 人 包 和 次 地 十 二 十 上 
十 pie ee (15) 
RAI i 
敬 如 能 证 天 4 安 e+ 则 出 C15) 及 5.1(53) 六 得 直达 ets 而 
ET < > 让 bp ei sm 交 


于 一 站 十 荆 1 二 十 1 
为 证 天-+ < 扫 eutl1s 沽 虑 N> 不 也 BS 表 自 多 出 发 初 
次 到 达 # 的 平均 时 间 , 但 当 到 达 入 时 ,立刻 回 到 # (更 精确 些 , 色色 
为 对 CO, zr) 过程, 自 丰 出 发 初次 到 达 含 二 点 之 集 {w, NN} 的 平均 
时 间 ); 而 万 小 表 对 9w- 过 程 《< 见 $5.1 C16)) 自 丰 出 发 初次 到 达 
+ 的 平均 时 间 ， 易 沪 《多 让 与 《六 的 ) (rn 所 所 N) 分 别 是 
C13), 省 一 0， Bw 一 0 及 多 ,= 二 0， 


2 一- (=- ) 下 的 解 , 故 由 上 述 事实 多 名 之 本 如 伺 


tm 二 By 
fn 磺 澡 ,1 cn N -> 0%0 [注意 民品 ,一 ce 的 ， 见 $5.1 
《207 上 了 上 面 -一 式 ]， 硫 far < Cnt+l 科 

对 枉 5,0 瑟 8 专 00, 考 虞 孙 数 
f(r 二 x， 如 0 寺 # 之 BE- 

一 6; 如 * 守 5 C16) 


" 2367 


设 SC>> 0) 是 其 有 分 布 密 庆 ce-“(e > 0》 的 随机 变量 ， 则 易 见 
Bf (8) = 二 (1 一 em). 特别 ,BfoC5) 一 过- 


对 《人 ;x 过程 及 w 疡 +, 定义 
Thr) 一 bp fT) — ciple (17) 


rfp < pf 
特别 , TE 一 m0。 直觉 地 说 ,将 CQO,x9) 过 程 pftseDvz 关 0 
的 常数 区 间 如 下 变形 ; 如 其 长 不 小 于 8。 则 缩短 之 使 其 长 变 为 si 
如 长 小 于 s, 则 保留 不 变 。 于 是 Tie Ko) 是 [fCo), "C67)) 
中 驱 形 后 的 下 闻 的 总 长 . 
引 理 4 对 (0, zt) 过 程 ， 


ETWn 二 人 民 (C1 一 ek5) + bb SA “Bt 


点 一 二 十 工 too AdRTLI' © “本 于 二 了 
《1 一 eritl 的 


友 克 十 上 1 


证 (90, zt)》 过 程 的 在 区间 经 如 上 变形 后 ，。 有 平均 长 度 为 
Butskp) 一 工 (1 一 cose)2， 然 后 重复 引 理 3 的 证 明 ， 只 要 换 工 ， 
< RE 


Xx 


| <s (18) 


土 为 土 (1 一 oe) 及 上 (C1 一 cett) 估 可 蝇 
人 二 < 5 

由 于 《3)， 对 国定 6 沁 0, 有 Tw) 过 TintioNMwm), 令 
Ts) 一 imTSoCo)， 

引 再 5 对 (8, xz” 过程, iim BT。《w) 一 0;P(lim Tw) 一 0) 
= 1, 

证 由 

ET VS,— 5 [+ C1 -一 etsy 
上 一 1 一 开关 


rr 0 


1 一 
D 注意 PB 交 及 一 人 ,0 


月 为 第 一 个 睐 跃 点 - 


“227。 


十 3 BBA -at1 一 < | S00 


综 是 纪 上 二 + 


得 ET, 反 9.， limET, < limS = 0, 及 由 Tem) 关于 8 的 单调 
性 , 存在 lm7T.Cw) 一 了 Ce) 产 0 根据 积分 单调 定理 如 Two) 一 
im ET.Cw) 一 0。 从 而 RTA) 一 0 = 1 

今 令 


LRCm) = Bi Me) 一 rh Cm), NW Bi me) < Pim Mn) 
= 0, em) > Pl" Cwm) 


故 了 如 Cw) 是 经 (3) 自 ws(rs oo) 得 zwCts wm) 时 , 在 [zo)， 


ja 


Pi" 2Cwm)] 中 所 抛 去 区 间 之 总 长 .由 (532 可 见 
之 ;了 工 癌 Co) < > Ld mC) 


故 存在 LsCw) 一 lim D2) (00), 
Tm 了 一 全 


引 理 6 对 (9, 过 程 , imELte) 一 0， XPClim Lm) 一 
97 一 工 . 

汪 外 《8:z 过 程 wekt 0), + 汪 0 的 构造 ,2 一 cP' 中 
不 依赖 "于 举人 御 (C84 之 局) 而且 8 一 2 人 一 12 
辣 分 布 , 故 由 引 理 2 及 zi"*"Xw) 一 rf"Cw》, 得 


> EL -一 > ECLA", me) _ rir "mm | 
t=al 
fd rit) < BE™ 站 DPC m) < Fi > 
一 > 五 (8 mm) _， ri mn) PC Pe mm) ad Bem) 


t= ECA":™) 一 Fi? my) > PCP my < pi** 2) 
一 】 


12 即 对 竺 意 罕 数 <, 事 件 C8 名 一 T7001 宝 有 (8 区 独立 . 


一 ECp 一 7 了 二 《187) 


再 由 引 理 3 及 5$5.1(5),(《7)。 经 莘 单 计算 后 


> Ero < > 19 
i=1 


km+1 Zn 下 一 pz 谋 ] 开 2 和 二 
注意 Z 之 WR 之 0 了 $<， 故 


玫 一 1 全 42” 1 
lim ELntw) 一 lim (km Dr) 一 1 
1 -二 的 下 -= 中 T= 
再 由 ,Cwm) 证 Lanlw) 即 得 PilimLyCm) 一 0) 二 1 8 


由 《7) 及 (3), 可 见 Br'o(o) < pfeo9Co)， 故 存在 被 限 
pn(o) 一 impfva(o)。 由 定义 PClim8yraCo) 一 co) 一 1Cnp>1)， 


既然 bo(o) < po(o)， 改 得 
PCimppCo) 一 oo) 一 1 C20) 


以 下 “几乎 一 切 :” 系 对 Lebesgue 测度 而 言 ， 
定理 1 以 松 率 1,， (9, x) 过 程 的 样本 冰 数 x(t wm) 当 n 一 
02 时 几乎 对 一 切 + 次 伐 . 
证 ”除去 一 0 测度 集 后 , 可 设 对 每 一 w& 有 ,x(t, w) 在 任 一 
有 限 区 间 中 只 有 有 限 多 个 i 区 间 Cx 写 0, i E)。 和 如 向 左 平移 使 
每 ze, o) 为 常数 的 区 闻 、 而 且 每 区 间 平 称 的 距离 不 大 于 a， 则 
在 [0s BCCw) 中， 使 x w) 不 等 于 zfis wn 之 mm) 的 点 
: 所 成 区 间 的 总 长 不 超过 8 十 THC) < 十 Too 固定 总 
取 # 关 吉庆 区 祈 人， 由 于 Bm) 守 i%9Cw), 得 
Ls; te {0, PVG)), ralt, m) 
天 wafzs Ww)) SE Lm) + Trtw) C21) 
令 负 一 (CEio 十 Tulw) 4 0G 一 00), 由 引 理 5, 6 得 PC0,) = 
1。 圈定 we .由 (2) 知 x w)C 一 x (DD) 在 10, po 中 依 
测度 工 收 化 ， 改 存在 一 列 #1 一 oo， 使 xin 在 19, 局) 中 对 几 


和 


平 -- 切 上 收 敏 。 而 定 一 收 敏 点 各国 上 Doob 过 程 的 福 空 疗 为 
E, 故 存 在 村 EB, 使 xjtt) 一 MM 避 一 co 由 于 王 离 和 散布 正 
整数 工 , 使 

rn — MM 人 六 也 (C22) 
今 征 存在 正 整 数 卫 , 使 # 半 有 时, xs) 一 财 , 从 而 {xstto)} 路 
人 敏 、 因 为 ; 军 浊 必 存 在 一 列 ;一 9, 使 

zm to) 半 

由 此 式 及 C22), 并 息 据 gwCxtf 1007 一 af oo 到 知 在 [0，6o] 
中 , xwtts ww) 有 开 穷 多 个 不 同 的 蜡 区 间 , 此 与 证 明 开 始 时 所 说 的 
矛盾 ， 

于 是 得 证 在 [9, 8 的 @ 力 中 ， 定 理 结 论 成 立 ; 令 交 一 名 即 
得 在 [0, PPCw3》 中 也 成 立 ; 同样 得 证 在 [0, gokeo7)7 中 成 立 ; 再 
由 《207 部 得 证 定理 # 

《二 》 今 芳 碟 一 般 情 现 ， 取 $6.10147 的 任 一 非 负 解 Vn 一 
Ca 1， 下 同 看 到 ， 在 证 (0, PV” 过 程 列 的 收 
化 时 , 《8 x" 过 程 别 将 在 一 定 意义 下 起 控制 作用 . 

定理 2 以 概率 1，C8，F) 过 程 的 样本 范 数 xkt,w》 当 
站 一 00 时 几乎 对 一 切 #+ 路 证. 

证 ”如 能 证 引 理 5 及 6 对 《9。F7) 过 程 也 成 立 ， 则 只 需 逐 
字 重 复 定 对 1 的 证 有 明 即 可 . 

象 对 《0, zt 站 过 程 列 定义 工 训 C6)，TI Cm》 等 一 样 ， 对 
C0, Fe 过 程 列 定义 工 吕 (Co 下 "op 等 。 只 于 其 虐 加 一 短 横 
线 以 表 区 别 . 

与 推导 (18) 同样 ,得 


E (5S) 了 人) 一 EC 一 下 办 , DPE-™ 
< BY) C23) 


然而 
PO B= Dr 


= i 


» 230 » 


Yu 


一 和 ro 一 
x PB md js i 1) 
一 > A C1 一 eon)Prr, CB ") = dj 


i=1 
Gy 


yi DD) cm) 
> PB ™ < BD) DL ~ eo) 
了 i 
一 
LL 
如 果 能 够 证 朋 下 列 直觉 上 显然 正确 的 事实 : 质点 日 《0 
2》 中 的 状态 而 发 , 每 当 到 达 o 时 , 立即 回 到 40, ,2， 这样 运 
动 直到 初次 ?到 达 《0，……s tw)Cm 过 #w) 的 平均 时 间 ， 不 大 于 它 自 
4 出 发 ， 每 当 到 过 oo 时 ， 立 即 园 到 *， 如 是 运动 直到 初次 到 这 
《0，… 2) 的 平均 时 间 ， 换 言 之 ; 即 
E(B — "0) & ECR — tI "0) (25) 
则 性 (23) 一 (25 记得 


(24) 


五 (> LD 过 ECAR"™'™) ri™ "2)) z pa (26) 
FE=1 


一 工 ， 


从 而 《187 对 《9，77 过 程 正确 。 故 引 理 6 对 58: 7 过 程 世 
正确 . 


为 严格 证 明 上 列 事实 ,利用 怪 积 空间 的 找 巧 , 可 造 如 ,使 在 其 
上 同时 定义 (0, = 过 程 及 一 列 狼 红 随机 变量 (ystw))， 有 相同 
的 分 布 Py) 站 国人 一 0 2)， 将 C9, x”) 过 程 
的 样本 隐 数 自 第 一 个 飞跃 点 起 至 初次 出 现状 态 jyCw) 的 时 肇 止 的 
那 一 段 搁 去 , 再 将 自 下 一 飞 肥 点 《 郧 出 现 jtw》 的 时 刻 后 的 第 一 
飞跃 点 》 起 至 凡 后 初次 出 现状 态 ytw) 的 时 刻 *E 上 的 那 一 段 抛 去 . 
如此 继续 。 经 平移 后 所 得 即 《8， "> 过 程 ， 因 而 已 将 49，7 
1 如 屿 5 m 出 发 ,网 认 为 初次 加 到 :天 的 肝 间 为 0. 

3?) 易 风 这 些 时 说 以 慨 率 1 有 穷 。 


过 程 嵌 人 于 《8@，, ze27 过 程 之 中 。 对 此 二 过 程 。， 易 于 对 几乎 一 切 
mE 如, 有 
Bo) 一 He PM) — Ti) 
甚至 更 一 般 地 有 有 
Femi) < Th Co) 
因而 得 证 2 ,并且 Tm) 守卫 w); Te 筷 Telw), 由 
于 ET(w) 一 0Ce 一 0)， PllimT tem) 一 0) 一 1， 见 知 3| 理 5 对 


C0, Vm") 过 程 成 并 # 

三) 以 xCty 16) 吉 《8，Fo 过 程 列 的 极限 。 由 定理 2, 对 
几乎 一 切 w， 存 在 工 (Lebesguey 0 测 集 了 。, 当 1& To 时 ,x(t, oo 
光 定 义 。 补 定义 . 

xfty 0 = 0, EET, (27) 
从 而 以 概率 1。x(r。 w) 在 [0, o0》 有 定义 ， 由 于 (9, rm) 过 程 
rts oz 和 Borel 可 测 ， 项 对 让 EB, Ci wxCiys wm) i)e 
汶 !X 玉 , 这 里 织 表 [0，co) 中 Borel 集 族 ,而 女 X 多 则 表 
玖 ;X 多 关于 上 xP 了 的 完全 化 5 代数， 因此 
Cis wo) x(t wm) = EBXF 
由 定理 2, LCi@xCi 2 二 50D 二 0 对 几乎 一 切 @ 成 立 ， 豆 由 Fubini 
定理 ,存在 工 测 度 为 0 的 集 工 , 使 :ET 时， 
: Pla:xtt, io 一 co 一 0 C28) 
试 证 (2827 对 一 切 te 10, 00) 成 立 ， 
实际 上 ,由 (37 可 出, 对 wE 旭 及 一 切 # 
xl1y mm) 一 Yafts 的 )， tr) (29> 
这 里 0@3 一 ze) 是 第 一 个 飞跃 点 。 出 此 易 见 
Pix C2 = i|xC0) = et C0 C30) 
而 且 对 任意 给 定 的 +12> 0, 3 >> 0, 存在 3>> 0, 使 。 过 8 时 , 下 一 
式 成 立 : 


[Px (Ce) ¥ oc0|xC0) = i, xCE) C= 
一 px 00|xCe) 一 门 | < (317 


"32. 


[Plx CD ¥ 001zte) =i) ~ F(t — 6) 
zr0 = Di < (32) 
内 要 用 到 的 条 忻 概 率 有 意义 ， 对 rE 了, 有 
Plx Ce) = jxt0) “= P(r) 
= x0) = i, x(a = Pert) = x0) = (33) 


Plr{rt) 关 oolzf07 一 站 一 之 ， PCxkKt 一 站 xD02 一 门 


之 PCxfe = ilxC0) = Pex 
x0 =, +e) = 《347 
今天 CT) 一 0 0E7, 赤 对 7 了 > 0, 存在 sy 使 上 一 sET, 同 时 
使 (31)，(32) 现成 这， 而且 MrkeD 一 站 xzK0 二 站 之 1 一 
于 是 由 (3 和 2 立 得 P (xtf) 取 吕 jx) 二 让 这 (1 一 DD (1 一 
272。 由 ?的 任意 性 , PCz (CD 关 2x(0) = 站 一 1 或 P(x(D 一 
oo = 0, 
定理 3 (Ci) xft wm),z 守 0 是 过程 ; GD 以 正六 (人 及 Pr 
分 别 表 0， VD) 过 如 rt o7 及 区 fo) 的 转移 概率 ,出 
lmPip (2) — Piit?). | 
证 ”如 能 证 x(t, w》, t 写 0 是 齐 次 马 氏 链 , 则 由 (C29) 及 98 中 
元 的 概率 意义 知 它 是 避 过 程 。 胡 然 它 的 相 空 间 是 许 。 由 上 述 
PK 的 一 00) 二 0 及 定理 2, 对 尾 一 组 0 入 攻守， 
随 轴 向量 《xfCtD，xzfaa xX】 当 # 一 00 时 雇 松 率 1 收 
分 于 Cx XC 区 二 轧 ， 故 也 依 分 布 收 伍 , 即 
limPCxatt) = ad) = i . 
一 有 CE = i rt = 《357 
则 此 式 并 利用 xi w), f 之 0 是 齐 次 马 氏 链 : 即 知 xtf, w) ,2 守 0 
也 是 齐 次 马 氏 链 , 而 且 . lim Pi (0) = Pali) #4 
过 程 xtt, wm), f 空 0 自然 扯 称 为 《8，F7 过 程 ， 其 中 了 了 一 
(wn) 是 清 足 ti 的 任 一 序列 .回忆 $6.3462。 有 
定理 4 《DBD, TY 过程 *(r， 7 袜 0， 是 满足 - 
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PFC 二 内 二 加 《站 (36) 
的 唯 一 过 程 ， 
证 先 证 49, 过程 并 足 436)， 设 人 7 人 3 之 工 
是 $6.1 (C14) 的 任 一 非 负 解 ， 利用 cpuzeor = citrus 用 归纳 法 
易 见 


wen? 四 了 ， Pd 一 1= . {37) 


起 , #2 一 1,2;, -一 0 1T:， 一 1. 今 落 虑 CO, Fo 过 程 
xzs os 之 1 对 此 过 程 用 (5) 定义 部 由 人 7 人 Ko) 二 
Bao) (> #)， 容易 看 出 ,以 概率 1 有 
imp) ~ 0) 
bm xa pl») — xB1) 


根据 (37) 得 
PK Ri 一 mr) = imPplra( Pit ™) 一 zz 


一 lmPCriCBlr he 一 由 


于 十 旬 


二 
> Vi Ci 


这 一 :和 一 和 名 


>) ve 

”次 证 如 认 1,， wo),! 宇 0, 为 基 注 是 C36) 的 可 分 Borel 可 测 的 
如 过 程 。 则 它 与 (9 , 『) 过 程 有 相同 的 转移 概率 ， 实际 上 , 利用 
$ 656.35) 一 (8) 对 Cz, w》 定义 《rms Pm 全 1， 并 对 它 进行 
Clrms BTY 变换 ， 由 $6.3 定 王 2， 所 得 过 程 *ofts am) 之 0 是 
CO, Pm") 过程。 由 (36) v8 二 zw。 根据 定理 3, 它们 的 转移 概 

率 PCD 站 仑 于 C8, 中 过 程 的 转移 消 数 Pi; (DD). 
另 方面 ,可 证 对 任意 国定 的 + 这 0, PCimxsCtse] 一 和 人 和) 


— lm 


由 + 
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一 jy) 必 2Cr 0) 的 转移 晴 数 ) ,于 
是 Bf) = Pi(z)， 为 证 此 令 
SOCm) 一 KE [0, 5]， 是 XCis w) 的 飞 睹 点 》 
SH) = C11 €E [0, b], rtt, mw) = 
则 由 36.2 定理 1 及 $3.2 系 4、 以 概率 152《w) 是 工 测 度 为 0 的 
闭 集 ,既然 [0, 2] 一 590o7y UU 54963, 故 以 被 率 1 
Ed 


D2) LCOS 一 五 (38) 


[si 
根据 #,Cts wm) 的 定义 ， 在 [0, 站 中 ， 它 至 少 包含 式 1, ww) 的 对 应 
于 S99, 二 # 的 段 。 由 于 
x st, wm) 二 XCx 十 Ts ws #1€EE0,5] C39) 
这 里 tz? 六 wy) 是 自 区 zy o) 变 到 xskrs @) 时， 自 [0; 51 中 所 抛 去 
的 部 分 侦 的 总 长 , 故 
ro) EE DD) LESHMm)), ee [0 


i tl 


出 C381 得 im Kao] < lim 2 ZSIKo27 一 0， 由 此 及 (39) 


了 1 


得 知 , PClimzx， Cm) = Et, oo 一 1 对 任 一 固定 点 ee [0,51 上 成 


六 ;因为 :以 概率 1 是 认 f, w),s 宇 0, 的 连续 点 . 由 5 这 0 的 任 
Ee 
结 以 上 主要 结果 ,得 
定 到 5 Xi) 设 已 给 可 分 、Borel 可 测 台 过 程 rr wm), 0。 
使 她 < co 则 序列 Cv,) 
vo = PCxCB =) nl C40) 


满足 关系 《1), 

《ii 有 反之; 设 已 给 0 使 R 过 00,5 达 00, 则 对 满足 1) 的 序 
天 《voy 存在 叭 一 日 过 程 zt wm), 之 0， 使 《40) 成 立 ， 它 的 转 
移 概 率 Pj (一 lim Pi (f)， 这 里 PRG) 是 C0, VV) 过程 的 转 
移 概 率 ， 了 而 了 一 [ep 2 是 3536.1(14) 在 条 件 
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i 


wo 一 vo 下 的 和解 ,a 完 1 
实际 上 ,由 引 理 1 得 G)。(ii) 则 自 定理 3 及 4 推出 。 


$6.5 蛙 征 数列 与 生 灭 过 程 的 分 类 
《一 ) 564 中 结果 的 深化 有 待 于 对 561 中 方程 组 (142 的 非 
负 解 的 研究 ,本 节 中 首先 求 出 此 方程 组 的 全 部 非 负 解 ,然后 应 用 此 
结果 来 进一步 刻画 全 体 台 过 程 。 以 下 恒 设 尺 < 0, 令 
一 D3 win esos Sn = Benos 六 二 R, 十 5 


t=0 


引 理 1 设 V 中 一 Cv 四 …, 2 4 之 1 是 $6.10C14) 的 非 
负 解 ， 则 fim Ks 一 pC 0), jim 站 一 4 守 0D);p 二 4 二 1; 当 


RET DN 1 0 
证 ”改写 $61(K14) 为 


Tatly oo ett) 四 四 本 EE 一 ”六 ~ 。 
ve ?一 他 (1 Ps ); {i = 0, 1, 着 一 1， 
辣 一 后 m 
于 一 8 二 一 立 - 寺 
wrth) = We) fi _ rl e+ 十 ] -) vtD 十 1 (1) 
“ To Bn So Bn 
十 1 


> "1 


人 1 ~ 
dnt 一 > wht 十 VD 一 工 一 一 EL “0 
i=0 Fs 


由 $6.1C14) 太 $6.4C37) 经 简单 计算 后 得 
Ra Re | PDeo 


ti 六 和 A 他 +1 


R, R, Ss, 5 
故 下 p00 所 pl 由 -十 人 一 1， 得 六 49 0 所 


是 Li 3 


i1,pt4= . 如 z= l(tn 守 1), 出 有 R, 一 0， 好 一 1 上 度 之 ,如 


了 一 1 则 2 一 1,# 半 1 Rs 一 0; 因 cw>0, 才 2 一 9,7 过 


ns AM v= ln # 

引 理 2 设 Foz 关 1 为 $61(014) 的 非 负 解 ， 如 存在 和 使 
让 一 1,1 攻 名 但 喘 加 之 1 则 人 各 >>0z 关 和 鸭 o/ 
:各 不 依 肿 于 民 > max js 如 ); Ci) 任 取 一 数 14 之 0 并 令 记 一 


tn} , 
yk? Cn > max 《7， 大 7 则 
不 


DY rncm < cp C2) 
m=0 . 


证 因 Cet, “**, wD vi) 一 《0， - D, 1), Cz 大)， 由 
(17 得 


v0 一切 s>j G01 kD (3) 
| 此 十 1 

特别 ， wt? 一 0, j 气 克 一 1， 由 假定 o 淮 信 之 1 2) v1 之 0， 
了 一 和 


故 共鸣 记 0， (1) 得 证 ( 门 ， 任 取 #2 辣 祈 max ji, 旭 ， 由 
$6.4《37) 得 


人 一 .LE 二 六 
t 下 tn) 
如 VR 
41 从】 tn} 
轩 /5 WY Cm 
“一 了 


n> 上 册 《3) 克 们 一 一 和 由 一 0 由 的 定义 及 (Ci) 与 
§ 6.4(37) 得 


证 


多 本 十 
2 wi" De {nriy 
p= Limi* : 2 
Fg vt 十 二 
t 上 
veo 十 ( > ， se tn ) CRF 
t= 


和 Ck 


1 和 
一 im 一 人 全， nen vt 


{古寺 1 
和 A 十 BR 十 1.0 


因由 (3), r= 0, 1 之 友 ， 敬 得 
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ee 


中 十 坟 +1) 
一 PraCay exko 十 vi k+l 由 
之 rein 外 + 七 co 


注 za 出 解 v4 1 玲 一 决定 ，(+;) 则 除 一 常数 因子 外 
唯一 决定 . 

(二 》 定 理 1 为 使 (vi ,v4 站, w 守 1 是 $6.1(14) 的 
一 非 负 解 , 序 要 条 件 是 存在 非 负 数 p,， gq, 7+,，# 闫 0, 满足 关系 式 


P+ga=1 C4) 
0< >) recmTH 如 p>0 (5) 
担 熏 和 
桔 《ai ny 可 表 为 ， 2 p>0 时 ， 
of 一 人 G 一 0 (C7) 
之 ， TICIm 
v= 了 十 总 ， 《857 
当 也 一 0 时 ， 
vi = D0 C= 0, 一) at = 1 《8 


其 中 0 二 4, 二 了 rie 过 00， 而 
:=0 


~ PAZ 一 了 ， YY, 二 gu (9 
pAlZ—2) + gd pAnZ— 2 tA 
此 时 p, 3 唯一 决定 ， 而 *s，# 室 0 则 除 一 常数 因子 外 唯一 决定 . 
证 充分 性 ， 讽 已 多 侣 满足 (40 一 (6) 的 上 p， ay 7a。 如 p= 二 0， 
贡 册 (8) 得 Cw 多 ws v0 0, 1)， # 守 1 它 
显然 是 $ 61tk142 的 一 非 负 解 ， 如 记 宇 0, 由 (C5) 及 


1 


Lo 一 A gt 和 (> "i) 《LI 一 corn 《1 人 7 


A 2 4 《IE 
可 见 0 守 4 所 500,0 过 X00， 册 (C7), (8) 及 $5.1C25), 有 


* 38 


## 十 ] 至 
>， 下 De 一 2 A 十 YuttC rts C12) 
『 一 中 < 


由 《92) 得 


Y 和 一作 Y 
WH 十 | 。 rm A = A 站 
Xt 总 ”一 辣 # Xn 


利用 X。 十 Y。 一 1 及 $5.1(25) 有 


ntl 。 (se ) 
一 et {Set A + Yonenr, 
了 .41 好 ai Ta 


以 (12) 代入 得 


441 


x 本 
A 3/ 2 
潍 此 式 两 方 凡 ri = 二 0; 1 一 17 并 利用 {7), C8) 得 
vy") 一 sr/ 和， vr De Ci 二 人 一 1) C13) 
一 站 
由 <7), (8) 有 


二 下 十 1 
>, wh") 一 >, pot = 1 
了 二 外 了 一 0 

按 (513) 及 ca 一 1 < 安 邮 


n—1 
人 十 1 ‘n+l) 
二 如 十 Cal 
Pd 一 | > Bn ] = 7 和 和 1 者 十 1: 轨 (14) 


了 
人 十 
> vt De 
i=D 


必要 性 。 设 已 给 $ 6.I814) 的 一 非 负 解 Cv 的 vs vp 全 1)， 
取 引 理 1 中 的 如 9 此 时 如 p 一 0， 则 取 x 二 0Cw 之 1) 而 结论 
显然 正确 ， 否 则 由 引 理 1 必 存 在 太空 站， 使 满足 引 理 2 的 条 件 ， 
于 是 如 引 理 2 定义 rafe 关 1 四 此 二 引 理 知 (42? 一 66) 满足 . 下 
证 (7), C8) 成 立 ， 为 此 定义 


zj 一 和- (j=0, 1 2 一 1 
ds 
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必 
之 下 
at 一 Ye 十 天 sO «15) 
< 和 


其 中 4。 二 > icin 0 而 已 ，Y。 由 C9) 给 出 ， 由 充分 性 之 证 


知 Ca Cn 这 1) 是 $6.1(14) 的 非 负 解 ， 故 为 证 
Ce 1 上 只 要 证 

og Ca) C16) 
注意 ， 如 # < 生 8 则 由 3) 得 wt 一 1 一 v9) 而 此 时 (16) 成 立 . 
故 只 让 对 # 之 十 1 证 明 (16)， 对 # 用 归纳 法 ,经 过 一 些 计算 后 ， 
可 证 


#1》 《177 
而 此 式 并 注意 
Pa rE wy am 
和 
于 让 Fh [二 
立 得 
类 一 二 好 一 站 
(1 _ >, a ) /wb 一 (1 — >, sy) /oh 
下 一 生 / i = 此 
本 
-1 
1 区 一 一 本 oj 
让 二 天 
今 因 


> 1 Hi 一 > zi 一 


而 且 wi 一 vf 一 0 对 一 切 i 之 名 成 立 ， 故 得 证 w 一 vn 完 
十 1. 

唯一 性 ， 今 设 有 二 组 满足 《4) 一 C52 的 非 负数 ,49， ?rs，# 汪 
0， 及 了, 了 7s # 全 0， 均 使 已 给 非 负 解 C(x"? ，- v9) 能 表 成 
(7 一 (9) 的 形式 ， 如 5 一 1Cz 实 1D) 即 wv 二 0(r 写 1,1 声 
#), 此 时 显然 p 二 5 一 0, mr 二 7 一 0 4 一 9 一 1 ， 如 和 存 华 友 使 


4 


a 


2 一 ]， i 友 ， vi < 1。 因由 (C7909);《5) 知 Pp > 0， Xn > 0， 
4 > 0、 于 是 由 (7), (8) 


一 1 如 一 上 地 一 
Se CRIcko 之 了 二 之 CRO 1 
三 由 = = 三 
tm) Ys Fp " 
p23 Dnt de a 2， 
点 二 
0 C18) 


同样 ,上 式 夺 方 也 应 收 唐 于 5, 故 p 二 户 由 《4 科 得 9g 一 了; 其 次 ， 
当 了 < 二 不 时 ,由 于 v2 等 于 0 而 由 《7 得 7j 一 0 一 了 ,经 然 开 六 
> 0, 豆 74 这 90, rh > 0, 于 是 由 (7) 得 知 对 j 这 名 有 
rr = vo = rr Cn > max (ji, RD) # 
《三 ) 洋 虚 任 一 日 过 程 zi 87, ? 守 0, 日 满足 < 二 0， 以 
Cwm) 由 它 的 第 一 个 飞跃 点 ,及 
Pe0) = inf Ctef BS Tm), rt) wm) En 
vi 一 PCACBPD) = i= 0,1,.**,n 
则 如 $6.3 定理 2 所 述 ，Vm 一 C82，…, v6) 满 电 $6.1(14)， 
# 次 D0，。 瑰 在 定义 此 过 程 的 特征 数列 p,q， ?o> 7 衬 0 如 下 : 


> vA cjo 
ee PS 0 
w= ini  ， Jim— 3 19 
4 
He We 尽 二 3 
> vim po > Em er 
= i=0 


如 果 一 切 v2 二 1 之 0)， 和 rs 0C# 之 0)3 如 果 存 在 第 
0 一 1 各 司 ; 但 夫 训 过 1， 那 么 按 引 理 2 来 定义 rkn 守 0)， 
: 先 任 取 定 一 正 数 "es je 


tm) 
Fe 本 re Cm > max Ca, ky) 《207 
K 


由 此 可 见 : 一 中 过 程 唯一 天 宇 一 息 误 要 《由 于 rx 可 任意 
选取 , 政 {rs} 实际 上 是 除 一 常数 因子 外 唯一 决定 。 因此, 如 一 
p14 一 9 而 + 一 Cros 祈 0 为 常数 ， 瑰 们 仍 认 为 {p, 49 ra} 与 
{Ps 9 ;75 是 相同 的 ,) 特 征 数列 刻 带 了 此 过 程 的 样本 函数 在 第 一 
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个 飞 姓 点 后 的 无 穷 小 近邻 内 的 行为 。 它们 满足 关系 式 (4) 一 C6)， 
而 且 使 下 面 的 定理 3，4 成 立 ?。 在 下 节 中 我 们 将 证 明 反 面 的 结 
论 : 任 给 一 组 满足 这 些 条 件 的 非 负数 p, 9，rvs 关 闻 0， 则 必 存 在 
唯一 量 过 程 , 它 的 特征 数列 与 此 组 数 重 合 。 这 样 一 来 ;特征 数列 将 
全 体 日 过程 分 类 ;在 全 栖 特 征 数列 与 全 体 如 过 程 辣 存在 一 一 对 应 ; 
也 就 是 说 ， 在 全 体 满足 44) 一 6) 和 下 面 的 定理 3, 4 的 非 负数 列 
与 全 体 以 如 为 密度 矩阵 的 转移 概率 六 fa 之 间 存 在 一 一 对 应 ,下 
节 的 基本 定理 还 会 指出 如 何 根据 特征 数列 和 中 来 求 出 对 应 的 
Pile? 
(四) 试 进一步 研究 特征 数列 的 姓 质 。 考虑 用 $6.3 中 【的 ， 
《8) 定义 的 B22 ， 因 而 PV 是 第 一 个 飞 虹 点 后 首次 到 达 0 的 上 时刻， 
以 了 表 P99 前 的 最 局 一 个 尺 跃 点 ; 即 
De) 二 sup Cun 所 ,5 是 xCis oo 的 飞跃 点 ) 
下 定理 更 直接 地 说 明 特 征 数列 的 概率 音义 . 
定理 2 Ptx(y; 的 一 人 一 prieiyd 和 天 oo 
Plxtys wm) 一 00)— yg 
《 当 上 二 0 因 市 4 一 0 时 ,应 理解 PCx(07; wm) 一 力 一 0). 
证 因 P(impg 一 007 二 1 故 对 几 平 一 切 w， 在 在 唯一 正 
整数 mw 一 ms， 使 


Bi 
试 证 
KxC89) 二 门 二 (xD 一 站 之 从 C21) 
CxCEHED = a) Cr) 一 co7 《人 一 co) C22) 
实际 上 ， 如 xt80) 二 了 之 #， 则 属 六 六 一 用 否则 几 于 在 《9，HBg 
中 xf > mm。 在 2 上 轨道 之 路 度 将 大 于 IT。 而 此 以 概率 1 不 可 
能 ， 因 此 


(zxCB9 一 Er) —N) 
反 包 含 关系 是 明显 的 ,此 得 证 (21)， 其 次 ,显然 


一 -一 一 + 


1) 本 节 末 会 证 明 , (5) 可 由 定型 4 推出， 
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CrPEND) #1) CrP) 一 的 
HT Cao0%) 
如 w€ 站 Getpe5 一 和), 由 zxC wy 的 有 有 下 半 连 续 桥 得 
xC#) = limaCpr) = limn = 0 
但 9 是 Bi? 前 最 后 -一 飞跃 点 ， 疏 一 9， 从 而 we fr) = oo?， 
这 得 证 
和 《xzfeg5 ~ #) CS Cr) 一 co) 


反 包 含 关系 是 明显 的 , 改 (22) 成立。 
对 0 < f 扩 Ry 有 


PO(BH) = = BD) POCBI) 一 六 oo 一 由 


一 2 PB, 一 Pi ,ry — j, ps ] < Bi < 
m= 
[ J vs Ye, ) 
= > 全 Ce) en — ~ C23) 
m=1 kei [EE 
1 < 和 


其 中 rz 是 85 后 的 第 一 个 飞跃 点 , 由 C21)， C023), 并 仿 胆 (18) 
的 鹤 理 即 得 证 定理 电 第 一 结论 ， 第 二 结论 由 (22), (23) 及 引 理 1 
推出 # 
定理 3 如 3 一 co, 则 3 一 0. 
证 以 不 家 :之 0 前 最 后 一 飞 睹 点 , 令 
名 人 CrCr) = 00, x(t) = 0) 
” 【co， 如 上 括号 中 王 集 空 
蝇 然 Cx) 一 00)C(C5 < oo)， 根 据 $62(7)， PC 名 一 co 一 0; 
因而 g = POO) 一 oo) 一 0 
由 定理 3 可见, 对 5 = oo 的 如 过 程 ,特征 数列 中 心 一 1, 9 一 
0， 故 少 去 一 当 由 度 . 因而 一 o 的 台 过 程 要 比 3< oo 的 如 过 程 
少 得 多 。 


4 3 


在 证 明 下 列 定理 前 , 先 作 一 些 准 备 . 
设 $5 二 0. 令 
om》 一 inf (Cz:f 为 飞 取 点 ; x(t 0) 所 C24) 
由 $6.3 定理 3, 存在 i 守 0, 当 #»* 守 1 时 ,Plal?? 二 00) 一 1， 令 
一 区 xfoet7 一 人间 ， 因 3 一 1， 南 至 少 有 一 谨 ! 这 0， 不 


r=0 


失 一 般 性 , 可 假定 7? > 0。 显然 , PKam 一 00) 实 四 之 0, 故 存 
在 了 >>D0 使 Pai? 之 7)Y > 0。 于 是 困 $62 引 理工 即 得 
也 fo < oo 《257 
今 对 区 pb 0), + 0 施行 crms 8 变换 而 得 58，Fc) 
过 程 xfey wo)(《 参 看 $63 定理 2). 令 
7 号 一 intfe:a 是 tab o) 的 必 联 点 ,za oo) 一 07 《261 
易 见 7 站 过 ao， 以 TI 汇 zolrs oo) 的 第 i 个 飞跃 点 ， 并 对 到 二 
m 定义 
LD 一 7 一 7 加 fT 站 入 7 的 ,而 是 # 守 (7) 记 人 
一 0。 如 zi") ~ 了 各， 或 CT < 捧 


《277 


于 是 Si 工交 是 在 7 四 以 前 的 满足 # 宇 xfCrP)> 关 的 区 辣 [r 


i=1 


cs) 的 总 长 ， 因 之 


a 7 一 十 >) LD (C28) 
r= 
邻 
C= 人) 一 >) 
j=m-r1 
一 >) mw 《my 由 $5.1(42 给 出 》 C28") 


因而 R; 一 Bim 是 和 白 出 发 首次 到 达 co 网 平均 时 间 。 我 们 有 
2 (5 £0) = SEC 一 中 Ice? 


i=1 


，244 。 


— > [ > EC 一 zsaCrio) = A 


11 kt 


Prt — |xCr) > ”| pCC) 


-六 交 | 


x 3, Ptr) 一 zi < 7") 


=mtrl T=1 


{ny 


-| 3 Rs | 六 Y， pe 一 vy 


点 三 三 十 1 T=m-tl1 了 一 1 
三 《1 下 Bf 
J 六 
一 | 之 RT | - 全 一 > 呈 《297 
| mm 十 1 各 od) 衣 王 m1 A 


其 中 sf" > 0, 这 是 因为 PCY8 过 oo) 一 1, 存在 使 8 二 PCY 外 
一 ry > 0 故 wh 一 一 PCr rh) -一 0) 一 站 人 站， 
可 以 更 直观 地 理解 (297， 实际 上 ,如 xfkrp 一 环 ， 则 fr 
7 的 平均 长 度 为 Ri 然而 在 yf? 前 ,这 种 区 间 的 平均 个 数 等 于 
pt) 
bp CT wi" -一 pn 


由 此 即 可 得 (29) 中 的 结果 


定理 生 17 >, riR; i 


i=0 


证 先 设 5 一 9。 如 上 所 述 , 不 妨 设 名 0。 凡 (7), (8) 
代入 (29), 并 注意 由 定理 3， 此 时 了 一 0， 因而 Ye 一 0，&。 一 1。 


1) 由 由 定理 2 并 注意 PCCD € [0; 1 ……， sc 一 1 可见 如 之 1， 则 必 至 少 有 一 


ri > 0 故此 时 六 riRi > D, 
于 于 日 


* 245 = 


嗓 得 
to 加 1 
E{ Yi rj—+( SY, Ret Rs 
“FE1 Fo “天 一 术士 二 


耻 《252:【〔《282, 《302 即 得 


mn-1 
Ly) Ra Ee < oo 


To kel 
再 令 = 一 so 即 得 所 和 欲 证 . 
次 设 5 二 吕 0 令 
1 __1 db: 
JJ 一 一 3 Yi 二 一 > Vn 一 : 一 
po -A A “ 


桔 忆 § 5,1 (—) 中 的 ms Zi RZ, 得 
mi Zin 一 并 六 > 入 


人 re 


f= 下 


"bl 


"Rn—lTy 


R; 一 > my = DD) (Zin — 27) 之 Pn 
于 二 了 Li 三 


Ei 加 
一 (Z -一 Zi yt > C2~ ZO 
息 一 自 下 二 了 了 定 工 


(LZ— 2 Dm 
上 二 们 


k=0 
我 们 有 


矶 nm 


DR DrAZ— 2 Dm 大 
了 一 心 多 二 0 


了 一 和 


由 (33) 可 见 ， 尽 ; 之 5Z 一 Zi)ys 


EJ mm 


人， rRi > 全 | >KZ 一 ZiDj = yoZ >) ri 
可 一 凡 


j= j=0 
出 此 及 定理 4 的 后 半 证 明江 得 


"246 4 


(30) 


C31) 


C32) 


《32 > 


(33) 


出 假 没 $S < co 得 ys < oo 于 是 由 (5) 并 回忆 co = 之 二 各 


3 


系 1 如 六 ,Ri < oo 风 >ricn < oo; 相反 的 结论 在 5 
j=0 j=n. 
二 oo 时 成 立 ， 


由 《10) 可见 , 如 4 一 richm< co 划一 切 
了 二 站 
.一 > rein < 40 
i=0 


$566 基本 定理 
(一 》 下 定理 是 生 灭 过 程 构造 论 中 的 主要 结果 . 
基本 定理 ” 设 已 给 生 灭 矩阵 8, 满足 条 件 及 < %, 那么 下 列 
结论 成 立 : 
Ci) 任 一 名 过 程 xCz, w), ? 0 的 特征 数列 p， qs rw 二 闻 0， 
必 满 是 关 系 式 


户 十 ?一 1 C1) 

0 < SR < %, 如 pp 守 上 0 C2) 
i=0 

rn = Us 如 p= 二 0 C3) 

全 0， SS= 0 C4} 


(iD 反之 ， 设 已 给 一 列 非 负数 p, 9，r。 # 之 0， 满足 (1) 一 
(4)， 则 存在 唯一 2 过 程 *(* o), + 沁 0, 它 的 特征 数列 重合 于 此 
已 给 数列 ; 而 且 它 的 转移 概率 ax;(z) 满足 

Bi 一 lim pl)(#) 《5) 
这 里 p97) 是 C0，V") 过 程 的 转移 概率 ， 而 分 布 Fo 二 《V8"， 
…, V9) 如 下 给 出 : 著 p 一 0, 则 令 
v= (OE v= 1 C6) 
若 z 之 0， 则 令 


YY, 二 六 C8) 
蓉 中 
0 4 一 Dricm < 
£=0 
pi 一 Z,) 《9 
pAsCZ 一 ZJ) 十 94Z 
0 


wd 十 7 
证 Ci) 已 在 $6.5 定理 1, 3。4 中 证 明 . 
《ii 在 3< oo 的 情况 下 ,只 须 综 合 $ .6.4 定理 5 及 $6.5 定理 
与 系 1 即 得 证 有 明 。 因此 ， 番 下 来 只 要 在 3 一 oo 的 情形 下 证 骨 
(i 中 结论 . 
设 3 一 co 此 时 9 一 9 而 (7 《8) 简化 为 
2 一 ri 0 和 


vn 一 > ricm/ A, C10) 


因 4 站 至少 有 一 着 0 不 和 失 一 般 性 可 设 全 0 下面 的 证 
明 与 § 6,4 定理 2 的 证 明 一 样 . 以 xalts my), i 2 0, 表 {0 Fe 
过 程 ，V 由 C10) 定义 ， 用 56.4 中 179; 17) 对 (CO, VD 过 


程 定义 的 量 记 为 之 工 吕 与 了 名 并) 我们 只 要 证 明 


bm linma 3 Lo ) 二 人 0 C11) 
I I=1 . 
lim tm 吾 赤 (2 入 0 C12) 


回忆 全) 了 如 是 从 x(t 0) 经 CC 8 中) 变换 变 到 raso) 
i=1 
时 在 BI"*? 前 所 扫 去 的 区 则 总 发 (参看 36.4(42 一 (7)), 它 显然 不 


，248 。 


大 于 由 $6.5 《27) 定义 的 总 长 2 工 品 。 实际 上 ， 六 Zs 只 是 


i=1 


2 之 79 人 前 谱 如 下 区 间 [zh 各) 之 总 长 ， 在 这 些 区 间 


中 ，xraksy w) 六 tm、 肌 > 工 只 则 是 在 7 让 前 一 切 满 足 roCrp 盖 
m 的 区 | 司 [7 5 的 总 长， 既然 每 个 [zr 8 必 是 后 一 
种 区 闻 之 一 或 几 个 之 和 的 子 集 , 故 必 有 了》 名 所 > 工 品 ， 于 


i=1 


是 仿 $6.5《30) 得 
» 许 一 直 名 
z(> 多 (DD Fi 十 玉 。 之 2 {13) 


当 w 一 9，、m 一 9 时 ， 右 方 第 一 项 根据 假 没 C2) 移 于 0。 又 由 
$ 6.5《32 7， 易 见 


caRs < Ri 
故 右 方 第 二 项 不 超过 十 > rRi; 当 =-> oo 时， 它 也 趋 于 0, 这 
Fh [on 
样 便 证 明了 C11). 
其 次 ;由 56.4 (17) 并 注意 "9 委 y 乓 ， 量 见 
Tn 0 < > fr — HY 二 TO C14) 


Pr) 人) 
< 


令 FD 二 之 fr 一 +、 则 


RE = EF 一 之 [ta ey 
= er 


Sat ee | (£15) 
3 Dib BIB 


此 式 的 证 明 仿 $ 6.4 引 理 4， 象 证 明 $ 6.5《302 一 样 ,有 


lim ET 一 lim 上 D3 rR 十 RD >, ren| 


机 一色 六 ro 点 二 日 了 二 得 


249 。 


ra 天 aa 


一 二 Sy raRi 《167 


To k=0 
一 级 数 被 收 敏 级 数 > rxR; 所 控制 , 故 当 s > 0 时 可 在 求 和 
R=0 ， 


号 下 求 极限 , 既然 im RD 一 9, 于 是 最 后 
lim Hm BF ElinlmETm m0 a 


Er nn n+ 


二》 我 们 已 知 = 00 时 4 一 0， 另 一 极端 是 4 一 1， 这 是 
很 重要 而 有 趣 的 特效 情形 考虑 特征 数列 为 庙 一 0。.9 一 1:7ro 一 ) 
《za 这 0) 的 过程 x(Ce， oo 上 之 0， 记 它 为 《9， 1 过程， 它 是 
§64 中 CO, sw”) 过程 列 of(t 0); 之 0 的 极限 ，r 一 (人 0。 …， 
0, 1), 括号 中 共 # 一 1 个 0， 容易 想象 , 质点 菩 《8。、17 过 程 的 轨 
道 运动 时 ,每 当 到 这 状态 “co” 后 以 概率 1 立即 连续 旋 和 人 有 穷 状 
态 ， 在 $6.4 中 已 看 到 ， 当 8 < co 时， 由 (9,w") 过程 列 的 收 
化 可 推 开 其 它 《2，, ye 过 程 列 的 收效， 在 这 个 意义 上 它 起 了 控 
制作 用 ,就 象 级 数论 中 控制 级 数 所 起 的 作用 ， - 

定理 19 9, 有) 过程 xp w), 1 之 0 是 既 满 足 向 启 方 程 组 
POD 一 9P(), PC0) 二 7 又 注 足 向 前 方程 组 PCD 一 P08, P00D 一 
了 的 吕 过 程 . 

证 ， 因 每 如 过 程 都 潢 足 向 后 方程 组 ， 放 只 要 证 它 满足 向 前 方 
程 组 . 为 此 由 $ 2.3 定理 2, 内 要 证 在 任 一 固定 的 4 疡 0 前 ; 样本 
请 数 忆 概率 1 有 最 后 一 断 点 Ct 一 9 也 看 作 一 跳跃 点 》，。 而 且 是 跳 
路 点. 令 刀 一 《xfary wm}€ EDY,WM PO) 一 TI， 固定 oE 包 ， 设 
xCios 四) 一 页 。 四 于 xsCps 0) 一 x(n wm) 及 五 的 离散 性 ， 存 在 
NC 二 NCo)D, 使 # 宇和 NN 时 z(t wm) 一 天 取 MM> max (CN, 入 )， 
让 于 在 飞 肤 点 上 , xotr, oy 一 nm 表 往 意 $5.1C2), 可见 在 二 以 
前 ，xwtt， or 必 有 最 后 一 断 点 , 而 有 是 就 路 点。 这 个 点 是 某 昌 区 
闻 的 闭 包 的 左 端 点 。 下 于 $64 C3)、 此 饮 区 则 保留 在 一 切 x,z， 


1 其实 (2， 六 过 程 是 唯一 的 清 足 两 组 方 嫩 的 业 过 程 , 证 明 见 Reuter [1)， 
"350， 


站 


ws 半空 MM 之 中 、 故 也 保留 在 xCi, wm) 之 中 ， 从 而 得 证 xti, 口 ) 
在 搓 以 前 有 最 后 一 断 点 为 哑 跃 点 。 《ee CD 改 42，1 过 程 满足 
向 前 与 向 后 两 组 方程 # 
又 1 设 rtCw) 为 0, 1) 过 恕 的 第 一 个 尺 拷 点 ; 则 
PClimxke wm) 00) 1 
证 ”此 由 定理 1 及 $3.2 中 定理 1 与 系 4 推 出 ? 8 
系 2 对 《8，1) 过 程 ， PKCxKTes ww) 一 2) > 0。 这 里 Ty 由 
$6.2《1) 定义 ,FP 之 0 任意 ， 
证 ” 因 第 一 个 飞跃 点 的 分 布 是 连续 的 C 见 $2.3 (45)), 砂 
PCT。 00 宕 PT p)>0 
由 3.2 系 4，ry 不 可 能 是 任 一 ;区间 的 去 端点 ， 故 由 $3.2 定理 
1，PKxKT = oO) = Pry > 0 >0g 


$67 号 一 oo 时 怠 过 程 的 另 一 种 构造 ? 


《一 ) 本 节 的 目的 是 当 尺 < oo 一 ce 时 用 另 一 种 方 话 求 出 
一 切 吕 过 程 ， 总 路 与 $6.4 相仿 ， 收 证 明 拓 要。 泗 芒 台 过 程 x&， 
oo + 守 0 凡 及 $63(11D 中 的 gd ， 并 令 加 一 Pa 一 门 ， 
由 $6.3 定 再 3, 存在 i 空 0， 当 # 守 7 时， Plaf? < oo7 一 1， 众 


而 Ds 一 1， 改 和 至 少 有 一 个 各 >0， 再 由 $63 定理 3 及 
5 6.1《8)， 有 
/> ,Gn) 01) 


因而 放 ? 这 0，(Cm 守 间 ， 而且 07 不 依赖 于 mC 宕 max 0， 
))， 今 任意 取 定 5 > 0 奋 定居 


(> C2) 
显然 、 除 差 一 常数 因子 外 ， Csj) 由 i 过 程 唯 一 决定 ， 7 之 0 


1) 或 参看 Chung [1]， 第 227 殉 ， IT. 17 定理 5， 
妇 构造 闻 题 已 由 $6.5 基本 定理 完全 解 关 , 故 术 节 初 读 时 可 以 和 不 帮 . 


称 Cs) 为 此 台 过 程 的 第 二 组 转 征 数列 ， 注 演 ， 它 只 对 R 到 
,5 = 00 的 日 过 程 有 洽 义 . 
象 证 明 $f.5 定理 4 一样, 可 以 证 朋 


0< sR < C3) 


为 此 ,内 要 对 xf oo 施行 CCTws ae 《代替 那里 的 CCro， 
8 变换 而 得 《 旭 ，5 中 (代替 那里 的 COQ， FD) 过 程 x oo)。 
f 守 0 365 C299 全 成立, 只 要 以 车， 
换 ph, 
(二 》 考 虑 反面 问题 设 已 给 满足 (3) 的 韭 负数 列 《si 0, 
不 妨 设 > 0， 按 $6.1020) 作 分 布 SY 于 C5 忆 
代替 那里 的 gi。 由 $6.1 定 理 3, 存在 C8, 多, P 门 ， 在 其 上 可 定 
勾 (8， So 过 程 列 x,(1; w+t 宇 0Cr 室 0)， 满足 356.1(7)， 以 
TC) 家 rofb 00) 的 第 ?2 个 飞 耻 点 ,并 令 
FY? 一 min Crin: x CT) = 0) C4) 
由 于 6 这 0, PCBi? 之 00) 一 1. 定义 
LaXw) = Thm — TG), 如 Tw) Em)) 
nx Dm 
一 人 如 Tm) > 前 "并 7 
二 xnKrj 0) 各 


(57 


则 象 6.5(292 的 证 朋 一 样 可 证 
z(>) £2 )— 2 才 Ri™— i 3) sRs C6) 
i=1 


k=nt1 站 
当 # 一 0, m00 时 , 由 (3) 知 右 方 项 趋 于 0。 天 仿 %64C16》 
Tm) 一 >, fT C0) 一 TA)) 


【各 ef 
TT 所 此 


不 难 证 有 曲 


企 坏 吧 


lim ET = D) RP 0 (Ce—0) (7) 
0 


"2529 


定理 1 如 (Cs) 满足 《3), 则 《OQ, 3) 过 程 能 样本 国 数 x,C， 
w) 当 关 一 5 时 对 几乎 一 组 收 伍 。 

证 ”只 需 利 用 (6)， (7) 并 重复 $6.4 定理 1 的 证 即 可 # 

仿 $6.4 补 定 义 极 限 力 数 后 ， 同 样 可 证 廊 得 的 为 8 过 程 区 六 
oo)，* > 0 称 为 9。5) 过 程 ,其 转移 概 这 p(s) 一 imp 而 
PP 是 (90,5 中) 过 程 的 转移 概率 . 

定理 2 (CO, $5) 过 程 xf os ft 之 0 是 唯一 的 以 已 给 C1)» 

之 0 为 特征 数列 的 98 过程. 

证 用 $63{1]DD 于 《8,5) 及 【9， 50》 过 程 而 得 af” 及 
a 由 《1) 得 

PCGrKa = 1) = lm PC el")) 


部 
一 站 mx ICeaint 有 一 一 imserra / 了 St 
1 lim” jo 


= = 0, 1, ,9) 
由 此 即 知 xti, wo), :着 的 特征 数列 为 (sj). 
唯一 性 的 证 明 仍 仿 $ 5.4 定理 4， 但 要 作 下 列 修改 。 设 TC 
w)s + 六 0, 是 以 C57) 为 特征 数列 的 过程， 对 它 用 $6.3 中 (10) 
一 C13 定义 fw， owr?， 坊 产 1、 并 施行 Cr 02') 变换 而 得 (2， 
33) 过 程 zit， w),z 学 由 特征 数列 的 定义 


Ps /PD: Si Cf = 9,1, “3 A) 


故 zi wo) 的 转移 概率 必 PC， 贡 上述 庶 收 八 二 《9 $5) 过 程 的 
转移 概率 pitt). 

今 证 p99 也 收 伊 于 (zw) 的 转移 概 来 名/(D， 国 定 (0,8) 
而 令 

SR 一 《2Ef0 让 ,是 C2 ww) 的 飞跃 点 ) 

因 3532Cw) 以 概率 1 是 闭 集 , 琢 (0, 引 /5Cw) 至 多 是 可 列 多 个 不 
相交 的 开 区 间 TiC6) = CCw)，rjCw)) 的 和 , 在 每 Tj(Cw) 中 ， 
5 oo) 天 ce。 定义 代 四) 一 Hmm), 试 证 
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‘POXCn;, mY 一 oo 一 0 C8) 
乔 则 ,如 说 PCXCW7) 一 02 > 0 则 必 存 在 EE, 使 
PC 站 一 co; 对 某 2E Co] yo) X(t 0) 一 和 站 
于 是 ， 由 上 式 得 PCE4(w) 二 00) > 民 这 里 引 Co7 由 和 6.2857 对 
Xt, oo 定 穴 2? 班 与 $6.212727 矛盾 。 今 令 玉 集 
Sg) 一 《使 xC1;) 一 的 区 间 (Ce) 7;Co)) 之 和 》 
由 《8) 得 


{SiC0) 一 U GC) ye 四 一 (0 人 NSeCo) 


1 学 中 


既然 内 概率 1 工 (SRCo)) 一 0 故 > C59Cwm)) 一 5 的 概率 
下 二 四 


为 1， 然后 自 $ 6.4(387 起 逐 句 重复 $ 6.4 定理 4 的 证 ， 并 注意 
《0， 所 = xa0, 0) 即 可 # 
3 
定理 3 (CD 设 已 给 过 程 tv, ws 1 空 0, 使 尺 之 9,5 二 
s， 则 它 的 第 二 和 特 全 数 风 gy 潢 足 条 忻 (3); Gi 反之; 设 已 给 
一 列 非 负数 (s;》， 满 足 (3)， 则 在 在 唯一 日 过 程 xz w), zt 宇 0， 
其 第 二 组 特征 数列 重合 于 此 已 给 数列 ， 而 且 此 过 程 的 转移 概率 为 
Pi 一 lim piPOD)， 这 里 p 信 (Wy 是 9， 5") 过 程 的 转移 概率 ,而 
SD 二 C2 6.1 (C20) 定 交 、 
至 此 ,我 们 已 把 生 灭 过 程 的 构造 问题 叙述 完毕 ， 在 此 基础 上， 
下 节 中 将 研究 生 灭 过 程 的 若干 性 质 ， 


5 .6.8 和 遍历 性 与 0-1 律 


(一 》 在 54.1 一 § 4.2 中 ,我 们 对 一 般 的 蕊 民 链 讨论 了 0-1 律 、 
常 返 性 与 过 份 隔 数 . 下面 看 到 ,对 生 灭 过 程 , 可 以 得 到 更 完整 的 结 
果 ， 注意 ,由 $4.1 定 理 2, 生 灭 过 程 的 无 穷 近 0-1 律 午 成 立 , 故 只 
要 考虑 无 穷 和 还 0~1 律 4 本 节 内 简称 0-1 律 ). 
设 天 一 人 xf wm),! 宇和 是 定义 在 (8, . 安 ,PP 上 的 生 灭 过 
程 ,不 妨 设 它 是 完全 可 分 ，Borel 可 测 的 , 它 的 密度 抠 阵 吕 由 $5.1 
254 ， 


CD 给 出 ， 利 用 55.1 00D 一 C7), 可 深 引 进 数 字 转 伍 mj， ej, RR 5， 
Zn; Z, 
引进 随机 变 最 efo7: 
Ei = inf tt > TH), rf, 0 一 门 ， 
如 右 方 本 集 非 实 (1) 
一 0%, 反之 
这 里 rtwm》 为 玉 的 第 一 个 踊跃 点 , 因而 gjCw) 是 经 过 第 一 次 姑 跃 
天 的 首 达 主 的 时 刻 , 而 Eig; 是 自主 出 发 ,离开 + 后 首次 回 到 的 
平均 时 间 ， 称 过 程 驻 遍历 , 如 空 常 返 , 而 且 对 一 切 1) 五。 
Eigi < oO 《2+ 
定理 1 设 R 一 %, 则 久 常 返 的 充 要 条 件 是 Z 一 0; XX 遍历 
的 充 要 条 件 是 2 一 00, el < 到 oo， 
证 由 于 R 二 9, 第 一 个 飞跃 点 以 概率 1 等 于 ce, 故 自 站 出 
发 ,转移 型 江 的 概率 , 重合 于 自 名 出 发 ; 经 有 穷 次 跳跃 而 达到 吉 的 
概率 qrCm2。， 由 $5.1C25) 可 网 :gxCm》 二 1 (一 切 庆 mwm€ 8) 的 
充 要 条 件 是 Z 一 吕 ， 因此 由 $4.2 定理 2 得 证 前 一 结论 ， 
净 虑 首 达 : 的 有 时间. 


HC) = inf C1: :> 0, xz wm) 一 站 ,> 如 右 方 “要 和 | (3) 
= 00}, 反之 
容易 媳 出 
. B, 
Eig: = Eir + — Ej + ee Ra 
zs qo tb 
1 EE b; 
= 十 = i = 了 4 
Ht db a 4) 


由 $5.1C4 mi 之 8， 如 6 三 90, 由 $5.1(5) 可 风 er 过 
2， 因 放 由 C42 及 C2) 式 下 的 往 意 即 得 证 后 一 结论 # 

如 及 <coy 9 过 程 不 唯一 ;例如 (0, x) 过 程 ( 参 看 $6.1 (二 
就 是 其 中 的 一 种 ，* 为 互 于 任 一 般 率 分 布 ， 岗 定 09, 全体 《Gy x) 
过 程 的 集 记 为 {1D}, 全 体 吕 过 程 的 集 记 为 14}， 显然 1D1S 1d)}， 

定理 2 如 只 去 5 ， 则 一 切 台 过 程 记 万 ( 因 而 都 带 返 )， 


5 


Tm a a 


证 “” 落 夸 $63(8) 中 定义 的 B83， 它 是 第 一 个 飞跃 点 后 首 达 
装 态 0 的 上 时刻. 由 RR < co， 存在 * > 0 及 1e 使 Pr < 扫 5 
*(#) 所 门 二 0, 这 里 元 是 第 一 个 飞跃 点 ， 从 而 
PB < oo) POT sy x(s) Sis C5Y 
s 后 经 有 穷 次 趾 跃 到 0) 守 0 
因此 ,存在 也 0, a > 0, 使 对 一 煞 六 EE, 有 
PB < 了) Fo 
( 套 看 $6.3 的 注 )}， 于 是 由 $6.2 引 理 1, 有 EFM<00。 显然 名 万 
Bi 可 六 
mo 一 Bog < Bef < oo 
这 得 证 状态 0 遍历 .由 互通 手 , 过 程 遍历 # 
(二) 区 下 所 调 “ 任 意 生 严 过程” 是 指 任意 具有 55.1C1) 形 
的 日 及 任意 名 过 程 ”, 
定理 3 设 X 为 任意 生 灭 过程， {fi} 为 六 的 任 一 过 份 辣 数 , 册 
必 存 在 极限 


lm —f 《5 
如 尺 <o 或 尺 一 co ,2 一 oo。 则 玉宇 1 常数 ). 加 
证 ”如 对 某 志 一 co， 则 因 PKD > 有 对 一 切入 76 了 3 及: 
之 0 成 立 , 故 由 $4.25K10) 扼 志 全 co。 因而 不 妨 设 {} 是 有 限 的 
过 份 硝 数 . 
如 R 之 吕 或 RR 二 00,2Z 二 oo, 由 定理 1 及 2, 知 X 常 返 . 根 
所 $54.2 定理 3, 知 大 二 下 
剩 下 一 种 情形 是 一 co, 2Z < oo。 这 时 环 非 常 返 , 没有 飞跃 
点 ， 区 .fr 表册 fwesvel 订 产 生 的 0 代数 ， 则 {fx; -ro P} 是 
可 分 的 半 Martingsie。 于 是 了 几乎 地 存在 极限 
limfaC0) = fC0) C6) 


既然 天 没有 飞跃 点 。 非常 返 , 故 对 几乎 一 切 所 及 任 一 正 数 N, 存在 


12 mii 详 理 能 为 自 i 出 发 ,离开 后 首次 加 至 的 平均 时 间 ,. 印 #1 一 Egi1、 


" 246 . 


To) > 9 使 当 上 之 了 (oo) 时 , 有 xieo7 涯 NW， 换 名 话说 ? 
pe lim*x(w) 一 co7 一 工 (C7) 
由 此 并 注意 天 无 飞 妖 点 , 可见 对 于 的 嵌 人 马 氏 链 {yay 也 有 
Plystwm) 一 op 一 1 
注意 对 生 灭 过 程 ; 自 出 发 , 经 -一 砂 卡 跃 后 只 能 到 诗 十 1 或 盖 | 
战 对 几乎 一 切 四 ，7ysko) 必 取 一 切 正 整数 ( 除 有 穷 多 个 外 ) 而 趋 于 
0、 填 是 由 (67 知 以 概率 1 
Emfs = limf yw 一 lim frocw) 一 其 to (8) 
这 说 明 / (m2 以 概率 1 等 于 基 常 数 1, 而 且 《5 成 并 各 
《三 》 定 理 和 4 对 一 切 生 灭 过 程 和 强 0-1 律 成 立 ， 
证 ”如 不 常 返 ,由 $4.1 定理 5 知 对 XX, 0-1 律 成 立 。 
设 及 非常 返 ; 即 一 co, 2 < 达 oo， 此 有 时 (7) 成立; 不 论 开 始 
分 布 如 何 ， 性 取 不 变 集 4, 由 定义 及 马 氏 性 知 对 任意 上 之 
PAA) 一 Pb 一 PCAAADPKCeay 


— | Pa 4A)PiCdw) z 
一 之 ， puta Pt A) (C9) 


所 以 作为 i 的 函数 {PA)}) 是 天 的 过 份 函数 ,由 定理 3 及 《8)， 在 - 
在 常数 六 使 
1 limPAA) 一 limPelA) 《197 
注意 4 为 不 变 集 ; PCAA0AD 一 故 上 式 右 方 等 于 
lim PiCO.A7 A) 一 HmP(AN HN) 

=— PA/ Hs) = XAw) Cp- 几乎) (C11) 

XCwm) 是 4 的 示 性 函数 ， 由 《10) 及 (1 让 得 
PAXatw) 一 六 一 1 

轩 而 PC4) 一 0 或 1 再 宙 697 并 注意 pi(?) 之 0, 知 对 及 强 0-1 
律 成 证 # 
“1D 如 顽 P 为 P, C9, (3) 式 同样 正确 ， 
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附录 一 ”时间 离散 的 马尔 科 夫 链 的 过 份 函 数 


5 01 势 与 过 份 函数 


近年 来 美 于 蕊 氏 过 程 与 古典 分 析 中 的 位 势 理论 间 上 暴 密 的 关系 
引起 了 广泛 的 注意 .如 所 周知 ， 联 系 十 拉 普 拉 斯 算 于 有 所 谓 半 调 
和 沉 数 , 这 种 函数 在 数理 方程 中 起 着 重要 的 作用 。 在 马 氏 过 程 论 
中 。 与 这 种 算 子 和 阔 数 相当 的 分 别 是 所 请 无 穷 小 算 子 外 和 过 份 函 
数 ; 而 且 对 于 Wiener 过 程 , 对 恰好 化 为 拉 普 拉 斯 算 子 ,而 对 于 具 
离散 参数 的 齐 次 马 氏 链 , 虹 则 化 为 了 一 了 CP 的 定义 见 下 ,了 为 恒 
等 变换 7?。 和 研究 这 两 种 理论 的 关系 ,无 论 是 对 用 数学 分 析 方 法 以 解 
决 概 率 问题 ,或 是 用 概率 方法 以 解决 数学 分 析 同 题 , 痢 有 很 天 的 大 
助 . : 


上 述 关 和 又 开始 由 本 工 .Doob 和 G. A. Hant 所 研究 ; 这 里 ， 
我 们 偏重 于 讨论 过 份 函数 本 节 和 叙述 它们 的 一 般 性 质 , 下 一 节令 
述 极限 性 质 ， 在 下 节 让 要 用 到 一 些 辅助 知识 ,为 节省 篇 幅 起 见 ,我 
们 只 推 阴 出 处 而 略 去 证 明 。 

(一 ) 设 已 给 可 列 集 F 上 一 广 随 机 矩阵 ? P 一 (pCi, 门 ) 入 
jE 玉 , EE 的 全 体 于 集 构成 E 中 一 0 代数 馈 ， 对 4E 绍 ， 令 jp 交 i 
A) 一 之 ， plis 79， 显然 


op Oo 015 

用 选 代 活 定 六 pC 4)， 1 
oi, A 一 f 一 ， 如 :人 4 

po 人， 了 ze to ea) en 
pC A =— | ps Ap d)) 


1) 即 满足 委 忻 0 所 pCi, 门 , 少 ) p(i, 门生 1 的 类 阵 (i, jE). 注意 pli, 门 与 + 
J 下 玉 
无 关 . 
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上 式 中 的 积分 实际 上 是 级 数 2, pj、4) pli, 门 、 不 过 写成 积 


分 的 形式 更 方便 ， 由 (2) 可见: 
pCi 4) 一 plis 4), pCi, 门 是 = 步 转移 概率 . 
pi，4) 具有 性 质 : 当 ; 固定 时 , 它 关于 4 是 绍 上 的 不 起 
过 1 的 测度 ,显然 , 当 46 馈 固定 时 , 它 是 i€ 的 函数 ， 
由 $1.1 定理 1 知 : 可 以 在 某 报 率 空间 C8, 多 , P) .上 定义 一 
马 氏 链 久 一 fr r 之 0), 其 状态 空间 为 了 U {4), Ca)， 它 在 
中 的 一 步 转移 概率 为 p(s 为。 而 且 * 为 吸引 状态 , 
plis o) — 1— plis EY, Cie EY; ples a) ~—1 (3) 
由 可 产生 两 个 变换 ， 一 个 是 把 上 的 非 灸 函数 x “(5) 
变 为 上 的 非 人 函数 Pu: -> Pw， 其 中 
Pu 人 一 人 De di) G4) 


这 里 Px， (C0 由 加 数 Pu 在 i 点 的 值 ， 另 一 个 是 把 声 上 的 测度 w 
变 为 和 上 的 测度 szP 的 变换 : v 一 vP，. 


op CA = (pCi, AY) 65) 


bt; 42 是 这 二 变换 的 核 函 数 。 我 们 还 需要 一 个 重要 的 核 洋 数 
GCi, A): 


mm 


Gd 一 全 pri 4) C56) 


7 一 0 


当 4 一 {7} 为 单 点 集 时 , 它 化 为 GC1, 门 一 2 po， 门 。 利用 
核 函 数 GCi, 人 及 pi 4)， 类 似 地 可 以 定义 Gun, zG 与 Pong， 
uP}, 

(二) 设 下 门 CE ED) 为 非 负 函数 ， 可 取 % 为 值 ， 称 # 为 ( 关 
于 了 P 或 关于 XX 的 ) 过 份 函数 ,加 


Pu C7) 
称 * 为 4 泪 二 了 或 X 的 ?调和 函数 , 刀 “ 有 限 非 负 而 且 
2 = # (C8) 


» 239+ 


称 # 为 势 ,如 存在 非 负 国 数 区 说 , i E EF (f 可 取 co 为 值 ), 使 
“#™— GI C9) 


这 时 也 称 * 为 1 的 势 . 
显然 , 调和 函数 是 有 穷 的 过 份 沙 数 。 势 也 是 过 份 函数 ; 实际 
上 ,由 (9) 


pv 一 PtfGcf] =P (> Po) 


好 号 问 


一 Si PYGf mu (C10) 


特别， 由 于 GCis A 一 GX4a "(让 ， 疏 作为 i 的 沙 数 ，G(i， 4D) 蚌 
Xi 的 势 , 从 而 也 古 过 份 的 , 

太史 表 关 于 请 的 全 体 过 份 函 数 的 集 . 

引 理 1 《iD 非 负 常数 ce 用; 

Cii) 如 #2 加 ;cs 5 为 非 贷 常数, 则 

out cr ER, min(us ES 

《ii> 如 EB ME Fs 

Civ》 对 任 wE 轨 , 存在 aE 四 ,ws 有 界 , 使 x. 

证 《D 及 《ii7 中 第 一 结论 明显 ， 为 证 第 二 结论 , 令 


he min Cn, tb) 


则 
了 PS Ps (C11) 
政权 所 
《iiiy 由 Fatou 引 理 
Pa = PClim so < EmPw, SS lm = C12) 


(vy 只 朗 取 二 min (#, ww) BI 可 # 
关于 有 穷 的 势 有 下 列 简单 引 理 : 
引 理 2 设 # 一 Gf 过 00,， 则 

C2 了 被 # 唯一 决定 ; 

GY Pin 0 Cn oo). 
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和 


证 由 《6) 
振 一 1 
G 一 FomG 士 福 ，PD (137 
jo 


取 w 一 1 得 Gf =PGf 寺 如 Gf 二 00; 则 PG 过 wm; 故 
f=u— Pu {14) 
其 次 ,由 (13) 


Po 一 PoGf = Gf— SPIO Cnr>o0) sg 
;20 


注 1 由 证 朋 可 见 , 为 使 (i) 中 结论 即 《147 成 立 , 只 需 PGf 一 
co 即 可 ， 如 此 条 件 不 满足 , 则 4 可 不 成 立 ; 例如 设 E 内 含 一 虚 
co, 

称 函 数 + 为 过 份 蔽 数 #& 的 极 大 调和 核 , 如 果 ”< x,v 是 调和 
绷 数 ,而 且 对 任 一 不 大 于 的 调和 函数 丰 都 有 上 < 委 "5。 显 然 ， 如 极 


大 调和 核 存在 , 则 必 唯 一， 
设 xE 好 ,由 于 . 
uw Pa Pia C15Y 
故 存在 极限 
Py 一 lmp a 00 C16) 


我 们 来 证 明 ， 如 产 ”z < co 则 Pu 是 «的 极 大 调和 核 ; 因而 特 
别 地 ， 有 穷 过 份 函数 * 必 有 极 大 调和 核 为 Pw。 实际 上 , 由 (15) 
POP 一 PlimP'"s) — limP"i iw 一 Pw 

着 4 所 “而且 调 和 , 风 
B= Pa < Pay | Pn 
定理 (Riesz 分 解 ) 任 . 一 有 有 穷 过 份 函数 “可 唯一 地 表 为 
一 调和 立 数 。 与 一 势必 的 和 : 
基 二 由 十 几 C17Y 
v= Py, w= Gn — Pn) C18) 
证 因 w 有 穷 , 收 Pw 为 «的 极 关 调和 核 , 在 


= Ptigy 十 >, BCa 一 Puy 
1=0 


中 令 = 一 sp。 即 得 
下 一 Pie 十 全 (一 Po 《197 
下 证 唯一 性 ， 设 * 一 2 十 wi 为 任 一 展 式 , ww 调和 , sw 为 势 , 因 而 
ai 所 # 有 穷 。 以 io" 作用 于 此 展 式 两 边 ， 令 w 一 ce ， 再 用 引 理 
2 tii》, 即 得 
下 mo 一 HmP"w 一 pmp 十 limPYw 一 wy 和 # 
注 2 由 证 明 过 程 可 见 , 定理 1 中 有 穷 性 假定 可 扁 部 化 如 下 : 
加 在 点 2 上 wt 说 二 co， 则 
uD = Pw (TF Gs Cm Pu) C0. C20 
“三 什么 样 的 过 份 函数 是 势 ? 由 定理 1 可见 如 对 有 穿 过 
份 阔 致 * 有 Perw = 二 0, 网 # 必 是 势 ， 这 结果 可 以 加 强 ， 
定理 2( 势 的 判别 法 ) 过 份 也 数 *# 是 势 的 充分 与 必要 条 件 是 
Pow 至 多 内 能 取 二 值 0 与 co. 
证 必要 : 令 机 一 《Po (7 < 0), 因 IP wy 过 份 ， 


| Pa. CpC, a) < Pw C2) 


故 如 iE Bo，KE Eo， 则 必 pCis 划一 0， 省 则 万 方 积分 等 于 oo 而 
与 i€ Eo 矛盾 . 这 表示 pti, E0) 二 pLi, BE), 因而 不 妨 设 EE 二 了 Ei. 


设 4 一 Gw, 令 Bs 一 (swGD > 二 ) ,出 


co > Pw SP 二 “CDGC oD | > 工 PmG(-， Bu) 
于 是 PGC-，B。) < om， 由 此 椎 知 * 对 任 一 周 定 的 ?下 式 
RomG(i， By) 3 Pi€i, Boy 一 GO, By 《21) 


的 左 方 当 # 充分 大 时 有 穷 , 故 GCi, Bw) < oo。 于 上 式 中 令 #* 一 
co 得 


PAC, Bs) = 0 C22) 
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i 


C= Ge < 二) 


pu pm [| vcpDc0 a + | wc 四] 
第 一 积分 等 于 
imp® | 人 widoC, aD| = lm wemG, 4 


= | wr, i) 
类 似 计算 并 利用 (22) 得 知 第 二 积分 等 于 
{wm on =0 


oo> Po 一 人 wCDCemG)C dD 0 Cm 0%0) 
充分 ; 定义 硝 数 吧 
, uD 一 Pa CO Mu) 
“GOD 一人 如 抠门 一 加 
出 # 一 Gu。 实际 上 ,好 民间 过 oo 出 广 2 及 假定 
uC) = Pw C2 TF Gu — PHA) CD = Gw: Ci) 
如 “1 二 吕 , 则 由 Go ， [六 关 反 (人 一 加 得 
HC) = 0 = GW + (2) # 

出 定理 2 直接 推 得 

系 1 有 穷 过 份 坪 数 “是 势 的 充分 与 必要 条 件 是 Pr 一 0， 

定 盏 3 设 * 为 有 穷 过 份 销 数 ,而 且 对 任 一 常 返 状态 i 有 xD 
一 0。 则 是 一 列 不 下 降 的 势 的 极限 . 

证 世 品 表 全 体 非常 返 状 态 所 成 的 集 ， 任 取 一 列 D,CD, D， 


是 有 穷 集 , D 一 ,定义 


{23) 
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i a 加 


一 min | v， kG ( a U D,)| (24) 


A & \ 
如 1ED, 当 不 充分 大 时 ,je UU DG {i, UD ) > 故 mw 


#， 册 (10) 式 下 的 说 明 及 引 惠 1) 知 wi 是 有 穷 过 份 函 数 ， 驻 因 
GUi, 7 委 : GC, 门 ， 得 | 
el(., U D,) < 3 GD 门 <<o C025) 
是 二 于 下 
. ieljin, | - 
nl 


故 由 本 节 引 理 2 得 
4 
Ph PIG Ds |] 一 
wr ss 交 ( U ) 


由 系 1 知 于 是 势 并 . . 

系 2 如 每 一 状态 都 非常 返 , 则 任 一 有 穷 过 份 疼 数 是 一 列 不 下 
降 的 势 的 极限 . 

证 明 与 上 证 完全 相同 . 

如 果 定 理 3 或 系 2 的 条 件 不 满足 , 刚 结论 一 般 不 了 正确， 仍然 
考虑 注 夺 中 的 例 ， 那 里 Gti 站 一 0， 故 任 一 势 或 恒 为 0 或 恒 为 
co。 显然 任 一 列 势 不 能 趋 于 过 份 前 数 xf 让 三 C,0 达 C00 为 
下) 试 给 出 上 述 诺 概念 的 一 些 概率 解释 ， 洲 虑 (一 ) 中 的 蕊 
氏 链 X = fr 站 裕 四， 门 是 质点 自 守 出 发 在 第 ”= 步 采 到 
i 的 转移 概率 ， iy1éE, 把 #* 看 成 EU {a } 上 的 项 数 ， 补 定 沈 
tfe 一 0， 则 


psu 人 一 | up a = {Cp dp 


一 Biagx | 《267 
因而 Pw， (CD 是 开始 分 布 集中 在 i 时 w(xw) 的 平均 值 , 而 (7)， 
C3) 则 分 别 化 为 


天 CE Eau) (i€E) 《2 
。 264 ， 


ea 


Entx) = ui CEEY C28) 
CCi， 4》 是 自主 轴 发 的 质点 位 于 4CiE ,ACR 中 的 平均 总 次 
数 :实际 上 ,定义 
Wo 一 1 如 xfko7E 
一 0 和。 0 xm)E4 


则 3 一 3 六 是 位 于 4 中 的 总 次 数 而 
和 一 自 . 


Ea E (2 mr pi 4) GGA) (297 
直观 地 ， 设 想 某 岂 土 地 采用 第 i 种 耕作 方案 时 可 获 年 产量 
a 站 斤 ,wn) 一 0, 如果 今年 采用 第 i 种 方案 ; 则 明年 采用 第 i 种 
的 概 来 为 pCi, 丫 ; 于 是 在 今年 (第 0 年 ) 采用 第 i 种 方案 的 条 件 
下 ,第 = 年 的 平均 年 产量 为 EinCxn) 一 PC 站 斤 , 而 势 

Gu 人 (站 = Sponli) 


刚 是 长 久 耕 种 下 去 历年 平均 年 产量 的 总 和 ， 如 果 “ 是 过 份 函数 ， 
则 (272 表示 今年 的 年 产量 不 小 于 明年 的 平均 年 产量 ,又 
Ps . C7) = lmP™ : (2 
是 经 过 多 年 以 后 的 稳定 的 平均 年 产量 ,而 Riesz 分 解 式 《19) 则 表 
示 今 年 年 产量 与 稳定 的 平均 年 产量 之 闫 是 Gtw 一 Pu). 
例 1 对 任意 集 4C 吾 , 以 #4 站 过 自 i 出 发 的 质点 经 有 穷 
多 步 ( 包 括 0 步 ) 终 于 来 到 4 中 的 概率 , 即 


ui) = P, ( U (rc 4)) am 


显然 0 委 sf 门 去 1; 2 人 一 1 CE AY. 凡 rat) 表 自 i 出 发 从 
下 一 步 起 永 不 来 到 4 的 概率 , 见 


za) =P, (U (ro e 2)) =—P( (A (ze 也) 


江 因 
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wo 一 P(U Gre DO) Fp DP (UYU Cae)) 
= Pug: CD + po, A+) (31) 
可 见 ua(i) 是 有 穷 的 过 份 函数 ,而 且 
poCi, AYraCi) 二 nad) -一 Pu * C2) 
岂 C17), C18) 得 us 的 Riesz 展 式 为 
usCi) 一 Pa (i) + | peo(js draCPDGG df) (32) 
这 式 的 三 率 解 服 见 下 例 ， 
例 2 以 v4(i) 表 自 ;出 发 到 达 4 无 穷 多 次 的 概率 , 即 


vA ~ P(N U bre 人 ) 
m= 和 9 = 
= limP; (U 《zw € 4)) 
一 了 im "CD = POR + C0 (33) 
故 "4 是 xx 的 极 大 调和 核 ,当然 是 调和 函数 。 
以 waCD 赈 自 i 出 发 到 达 4 有 穷 (> 0 次 的 概率 . 则 显然 
和 — PA) + watt) 
故 由 (32) 及 Riesz 展 式 的 唯一 性 得 
wo 一 | poG roCPDGGp di) 


— | -DeGs 全 9 


贸 而 wa 是 C4)7ak*) 的 势 . 

注 3 如 果 w 是 调和 立 数 ,显然 C17) 化 为 站 mw 特别 ,如 旦 
为 随机 甜 阵 系 wat 说 三 1 (5 当 任 二 状态 互通 而 且 常 返 时 此 条 和 件 满 
足 ?》: 则 m4 调和 而 得 "df 人 一 st 门 , 一切 六 

《五 与 过 份 函 煞 .调和 郑 数 对 偶 的 概念 分 别 是 过 份 测 庶 与 调 
和 测度 。 称 非 负数 列 * 一 Ai， (Cie 了 7 为 《关于 下 的 , 或 关 
于 苇 的 ) 过 份 测度 ,如 
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Pv (33) 

其 中 op 《六 的 信和 由 C5) 定义 ( 当 (5) 中 尺 为 单 点 集 {站 肝 )。 如 
果 (35) 取 等 号 而 且 9 守 以 门生 oli EE), 就 称 v 为 调和 测度 ， 

如 w(7) 三 0, 型 然 ”是 调和 测度 ， 我 们 以下 自然 不 洲 虑 这 种 
平凡 情形 . 

当 了 为 随机 和 抑 阵 而 且 至 少 存在 一 常 返 状态 时 ， 调 和 测度 在 
在 ; 如 果 存 在 二 不 互通 的 常 返 状 态 , 则 有 无 穷 多 个 调和 测度 .” 

我 们 知道 , 关于 任何 广 转移 矩阵 P, 过 份 前 数 总 存在 (任意 常 
数 忆 宇 0 都 是 }, 但 过 份 测度 的 存在 性 却 待 研究 . 

定理 4 设 P 为 随机 矩阵 ，E 中 人 性 二 状态 互通 , 则 至 少 存在 一 
个 过 份 测度 5 而且 0 < 避让 < co 一 切 jé EE. 

证 ”和 任意 固定 一 个 ?EEE， 对 每 KEEB 定义 ,Ni 加 下 : 

(DD 对 二 二 7 令 Wi 二 上 fi 为 自 i 出 发 后 终于 回 到 i 的 
概率 ; 由 互通 性 知 友人 > 0; 

《iD 对 多 闫 1 令 Wir 为 自 i 出 发 后 在 回 到 i 以 前 到 达 丰 的 
平均 次 数 ， 

对 己基 间 久 fx 表 自 i 出 发 后 在 到 达 站 以 前 到 达 多 的 概率 ， 
则 显然 有 


1 一 2 no ft) Cl — jf = 一 下 一 (36) 
和 寺 ] 1 pF 


由 互通 性 知 jf 记 0, fx 三 1， 戊 
以 jp 表 自 i 出 发 于 第 *# 步 来 到 万 而 且 中 间 未 回 到 ; 的 概率 , 我 
们 有 

Na ~ Dip 


简写 pli, 门 = p;;s 于 是 


1) 佐 媳 工 样 坤 [1]$§2.5, 并 注意 那 皇 所谓 平 稳 分 布 是 一 种 备 如 的 调和 测度 ， 
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ee 


> Ni Pir = fpixr + > (5 #7) Pix 
i jie “= 


一 jp 十 之 ED PR = Nn 《387 
如 一 土 而 过 1 . : 


奢 取 v0 站 二 NC € E93, 即 得 所 欲求 # | 
可 以 把 对 过 份 测度 的 研究 化 为 对 过 份 函 数 的 研究 。 实际 上 ， 
设 关 于 广 转 移 算 阵 P 一 《pi;》 存 在 过 份 测度 vy， 1 二 以 说 一 oo 
邻 
gp 2 C39) 
显然 9 一 《9 是 一 广 转 移 第 阵 。 如 果 8 是 美 于 了 的 过 份 测 度 ， 
a) — Be Cie E) C40) 
则 & 一 {ef 站 上 是 关于 8 的 过 份 函数 . 


$02 .过 省 区 数 的 极限 定理 


(一 》 本 节 中 , 我 们 先 将 马 氏 链 的 位 势 理论 作 一 简短 介绍 ; 然 
后 应 用 此 理论 以 研究 蕊 氏 链 的 过 份 函 数 的 极限 定理 ， 这 节 中 的 某 
些 结果 ,由 于 篇 幅 所 限 , 不 能 在 此 证 明 , 只 指明 出 处 ,以 供 查阅 . 
设 状态 空间 E 为 可 列 集 ，P 为 上 的 广 转移 矩阵 , P 一 
(pCi, 门 ) 给 出 一 步 转移 的 概率 , 算 阵 了 满足 下 列 条 件 : 
pli, ) > 0; 2 pi) 1 


回忆 上 节 所 述 , 称 非 负 函 数 (站 G < 互 ) 为 过 份 的 ,如 
ph- (Dd — Bp, DADEMD (Cie EB) 


如 此 式 取 等 号 ,而 且 如 非 负 有 限 ,就 称 # 为 调和 的 ，E 上 的 测度 
如 满足 条 件 
PD SAMO DEn) Ge 而 


* 


则 称 为 过 份 测度 , 

设 4 为 过 份 函数 ,如 果 Es 二 G0 之 2(7) < 之 00) 非 空 , 定义 

pi = plis ACOAA) Gi, jE€ E*Y 《1) 

则 Pr 一 Cp*(i, 让) 是 Es 上 的 广 转 移 答 陈 。 因 而 可 以 定义 &- 过 份 
闭 匆 《 即 定 义 在 E* 上 的 关于 P* 过 份 的 函数 )、#- 调 和 函数 等 等 ， 
以 P' 为 转 槐 概率 矩阵 ， 区 E* 为 相 空 间 的 马 开 链 (Cx,Cw), BC0)) 
称 为 及 - 链 , Cw) 为 中 断 时 刻 ( 见 $1.6), 0 外 着 扫 Bo)( 如 PKo] 
一 c， 则 0 0), w EO, 如 BCwm) 志 oc0， 简 记 《rsfCeo7， 
Pa)) 为 fro(o)j 或 {zs}， 注意 I- 链 即 以 了 为 转移 概率 矩阵 的 
马 氏 链 ， 

以 p00, 门 表 1- 链 的 =” 步 转移 概率 ，poli 门 一 5 (Kro 
necker 符号 ); 令 


GCCz 门 一 之 ， pi, 1) (C2) 
本 节 总 假定 1- 链 是 非常 返 的 , 即 


GD < (Ci, je E) C3) 
国定 E 上 一 测 庶 x, 使 满足 
ri > 0 GEE); D7 -1 


iEE 


定义 函数 
KO LoD ,jeE) 
| | 

这 里 50) 一 了 YGDGGi, 让 (如 507) 一 0, 则 可 将 7 自 志 中 除 
去 故 不 妨 设 520) > 0)， 在 E 中 可 引入 距离 4, 使 在 此 距离 下 ， 
点 列 {js} 和 是 Cauchy 基本 列 的 充 要 条 件 是 ; 或 者 {js} 只 仿 
有 穷 多 个 不 同 元 , 或 者 {jj 含 无 穷 多 个 不 网 元 而 且 {KCi, jo)) 对 
每 一 固定 的 ie E 都 是 实数 的 Cauchy 基本 列 ， E 关 于 4 的 完备 
化 窗 间 记 为 8*, 称 集 万 一 EM\F 为 的 马 李 边界 , 8 依赖 于 P 反 
7. 以 多- 表 Be* 中 含 一 切 开 集 的 最 小 代数 . 
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设 上 了 ,下 式 定义 的 郑 数 有 , 5) 是 过 份 的 : 
并 人 去 二 Jim 大 (as nD C4 


称 过 份 尊 数 4 为 极 小 的 ， 如 自 懂 式 关 一 市 十 页 【其 中 页 ， 丙 

均 过 份 > 可 推出 加 ,到 都 与 到 成 比例 ， 称 边界 点 5E 8 为 要 小 的 ， 
如 天 (* ,5) 是 极 小 调和 函数 , 潭 用 

DD) YOKCi, 的 一 1 《32 


EH 

全 体 航 小 边界 点 所 成 的 集 记 为 B。 

我 们 要 用 到 中 下 列 结 果 ?. 

(A) 设 函 数 上 过 份 而 且 对 7 可 积 , 则 对 f- 链 (x, 有 ,几乎 处 
处 或 者 8 有 穷 ， 此 时 xs & 瑟 ; 或 者 8 一 oo, 此 时 x 在 E* 中 拓扑 
下 收敛 于 某 点 re 了 

CB》 对 C4) 中 4, 存在 EU B, 上 唯一 测度 wm， 使 

A = | Klis SCe) (@) 


中 有 下 列 概率 意义 : 设 二 链 (x, BP) 有 开始 分 布 ya C7*07) 一 
YCDAC), 则 终极 状态 xs 的 分 布 为 p+， 即 

uCI = Ps EC), CE 《77 
当 页 且 只 当 上 调和 时 pt* 集中 在 B, 上 ， 

CC) 适当 选取 基本 空间 吕 后 ， 对 EE B。, 可 以 考虑 在 条 件 
xz 一 上 下 的 (BY 中 的 #- 链 , 所 得 条 件 链 记 为 {zsgj, 对 pv 一 几乎 
一 切 8,Cp* 一 上 ， 此 条 件 链 是 KC- ,5)- 迁 (因而 更 是 马 氏 链 ), 有 
相 弃 间 为 Be 二 GG-KG,5) > 0)， 开始 分 布 为 x*" 恒 ), 又 由 于 
KC ,£7 调和 ， 

DY pi, KOC, SYKG, =—1 人 EBD 

iEEe . 

故此 链 是 不 饭 的 ; 即 它 的 中 断 时 刻 BCoy = oo。 

引 理 1 设 5e 8B., {xs} 为 具 任意 开始 分 布 cf 了 3) ali) 一 1 
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的 性 链 ， 则 有 Pixs 一 的 一 1 
证 ”概率 了 依赖 于 开始 分 布 <， 改 最 好 记 P 为 p.. 当 ea 一 
YK 全 时 , 由 (C) 及 (5) 得 
1=P(xs=0 = DrOOKRG, DP(lza= EY (8) 
i Ee 


P; 表 开 始 分 布 集中 在 点 i 的 天 (-，。 约 - 链 所 产生 的 粮 率 。 由 于 
YCKCGi,5) > 0, 由 (5) 及 《8) 得 Pitxsp 二 二 一 1(Ci& Ee), 从 而 
对 任意 开始 分 布 eC 它 必 集中 在 上 ), 有 
Plxs— 8)— DP) oP(re mm Hm De) = ln 
FEEE i€ Ee 
以 下 简 记 
nC) = P(xg€ CY) CC 所 多) 
此 即 开始 分 布 集中 在 ; 上 的 4- 链 的 终极 状态 的 分 布 。 由 (6)， 
《7) 已 短 jw 有 重要 意义 , 但 如 何 求 出 好 及 p+ 的 值 ? 在 一 特殊 情 
形 即 对 E’ 中 的 单 点 集 j, 由 Hunt Fi 中 (2.21) 
HD = GC DUA — Ph COTM) Ci fe BY | ,) 
OD DTDGCG, DUD ~ Ph CD] Cie EY 
至 于 边界 上 的 集 C, 则 有 
定理 1 设 妇 所 昌 CE 于 ， 则 
HCC) 一 petiDACD 《ie E?) 


ACT 2 CC) 


其 中 4 和 ct 让 表 坟 在 i 关于 CC 的 Reéduite?， 
证 任 误 一 不 属于 E 的 元 :, 令 风门 一 GD pli, :一 0 
Ve 82, 则 ps 7) 的 定义 域 自 E 扩 六 到 EU {fs}， 由 于 70 记 
;扩大 后 的 PP 有 一 中 心 s， 故 可 引用 Watanabe [1] 中 的 公式 
0 20): 


1) 这 里 及 下 面 用 到 的 一 些 知 识 见 了. Watanabe [1] 与 Hunt Fi。 
了 


hol = | KG, Ces) C10) 
由 此 得 (参看 Hunt 11] 中 (2.19 ) 式 》 
. 一 下 Ca 5) EE hi) 及 
AKCC | SD) -0 er) aD 


由 C7) 及 (I1) 得 . 
CO DD) MCC) = DY YCiDheciy 8 
?EE . i | 

关于 极 小 性 有 下 列 简 单 结论 ,为 完全 计 仍 给 出 证 明 . 

引 理 2 Ci) 常数 1 是 航 小 调 稍 数 的 充 要 条 件 是 ， 存在 不 恒 
为 0 的 有 界 调和 锋 数 ,而 且 任 一 有 界 调和 函数 是 常数 . 

《iiy 设 se B,, 又 是 KC. 5- 调和 \ 有 界 的 函数 , 网 大 恒 等 
于 基 一 常数 ， 

证 《D 要 用 到 下 殉 事 实 : 对 任 一 极 小 调和 函数 5 必 存 在 瞧 
一 SeEB 使 集中 在 此 点 上 ， 故 如 1 极 小 诈 和 ,x 集中 在 某 
点 二 EB。 上 , 亦 即 有 Plxs 一 8) 一 1, 这 里 4p 是 1- 链 的 终极 状态 ， 
而 户 是 ?及 开始 分 布 7 产生 的 窒 率 .既然 YC 站 > 0， 故 Pikxs 一 
让 一 1, 1 情 。 然 而 任 一 有 界 调和 阔 数 «可 表 为 Wi) 一 Ef xg2， 
其 中 了 是 某 个 定义 在 8. 上 的 边界 鲍 数 , 而 E; 是 对 已 的 期 望 ， 因 
此 


i) = Eif(xe) = C8) 

是 与 # 无 关 的 常数 ， 

反之 , 任 取 一 不 恒 为 0 的 有 界 调 和 冰 数 x, 由 假定 知 * 信 等 于 
某 天 于 0 的 沼 数 C， 故 忆 亩 和 和， 从 而 常数 1 也 亩 和。 今 如 调和 函 
数 z 所 1, 仍 由 假设 知 ” 是 一 常数 ,因而 与 1 成 比例 . 由 此 容易 推 
知 1 是 极 小 调和 疼 数 ， 

Qi) 由 于 px’' 台 集中 在 一 点 了 上 , 念 GY 之 证 风 知 任 一 KC ， 
2- 调和 ,有 界 的 冰 数 主 是 常数 

(二 ”过 份 函数 的 渐 近 性 质 

先 讨论 航 限 的 存在 性 .在 过 份 芳 数 淅 近 性 质 的 研究 中 ,FF- 收 
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伍 性 起 着 重要 作用 。 设 &€ B., 称 巨 的 子 集 刀 为 扣 的 一 R- 邻 域 ， 
如 对 以 7 到 为 开始 分 布 的 《因而 由 引 更 1, 对 以 Be 上 任 一 概率 
分 布 为 开始 分 布 的 ) KC ,5)- 链 {xoCw)} , 存在 正 整数 = No) 
使 对 几乎 一 切 w, xfkgoD ED 于 一 切 # 之 NN 成 立 ..， ， 

称 函 数 "Ge ) 在 5€ B, 有 F- 极 限 6 (可 能 无 穷 ), 并 记 
为 Flim V0) 一 8， 如 对 5 存 广 义 直 线 [一 5, co ] 上 的 任 一 邻 域 
G6, 存在 的 F- 邻 域 D, 使 当 ieE DD 时, 有 vl?)e G6。 

引 理 3 存在 F- 极 陨 Flimv() 一 5 的 充 要 条 件 是 : 对 以 
yx 号 为 开始 分 布 的 《因而 击 引 理 1， 对 以 BF 上 任 一 概率 分 布 为 
开始 分 布 的 ) KC ,5)- 链 {zs}， 有 limvCxo) = 6 (a. 5.)， 


证 设 Flmz(i 一 5, 即 对 56 的 任 一 分 域 G, 存在 5 的 天- 邻 
域 ,使 ?站 eG 对 一 切 ie DD 成 立 ， 轿 定 此 DD, 由 定义 ,对 以 
zk 为 开始 分 布 的 KC. ，5)- 链 {x。} ， 存 在 正 整数 N = NGo)， 
使 "> N 时 , 几 笠 处 处 有 x。 六; 从 而 有 vt) G。 Ga. 5). 

反之 , 设 几乎 处 处 有 fim vCx,) 一 bp， 在 一 零 测 集 上 适当 定义 
的 值 后 , 可 使 5 关于 {x} 的 不 变 o- 代 数 可 测 ?。 但 由 引 理 (这 
及 Chung [11 113 页 ,此 o- 代 数 只 含 概率 为 9 或 工 的 集 ， 故 5 几 
平 处 处 等 于 常数 。 令 @ 一 (o:lamz(xsao?) 一 5, 5 为 常数 ), 册 


PC90O 一 IT， 对 5 的 任 一 邻 域 GG， 如 wm & 0Q,、 则 看 在 正 整数 N 三 
NCwy), 使 wn 宇 N 时 有 


vx mI EC C12) 

取 用 二 《x.(w)，、wmE 和，# 之 NCwe)), 见 D 为 满足 括号 中 二 条 件 
的 状态 t+,(w) 的 集 ; DCCE， 由 定义 ，D 是 的 F- 领 域 ,由 《12)， 

当 1ED 时 ,有 oliYEG . 

以 下 记号 tim vxs) 中 ,如 8 二 %，, 我 们 总 认为 此 极限 存在 而 


且 等 于 "froi 测度 上 在 B。 上 的 限制 记 为 rw; “ps 一 5” 表 “ 美 于 


1) Mm Chung K, L. [1] £1. 17, 
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测度 ws 几乎 一 切 的 扩 . 
定理 2 设 txn, 68) 为 1- 链 。 有 开始 分 布 Y， 如 果 几 乎 处 处 存 
在 极限 fim 2Cx,), 则 存在 极限 F lmzCD 一 BC8) (ua 一 5. 


证 册 引 理 3， 只 要 证 册 对 Ps 一 二 > 存在 极限 lim vpn) 其 中 


{ys} 是 以 x 号 为 开始 分 布 的 KC- ,5)- 链 。 根据 (一 ) 中 CC), 适 
当选 择 基本 空间 避 后 ,只 要 证 几乎 处 处 存在 fimvtx。s), 以 请 表 乌 


氏 链 {xws} 所 产生 的 概率 , 则 由 假定 
1 一 (存在 imvCxn)) 一 PP < cc) 


十 P(《 存 在 lim Cx)) 


一 pCE) 十 | Pr 《存在 limv(xos))poCa$) 
由 于 pCE) 十 pea(Bo) 一 p(B U 8.) 一 1, 故 存在 练习 使 
PeClimvlrss) = 5END — 1, (ps— 6) # 
次 讨论 -极限 的 数值 ， 如 何 求 出 Flime(5 的 值 ? 当 * 为 有 
限 过 份 函数 时 ,问题 可 以 解决 . 
引 理 4 设 1 对 马 氏 链 {zs} 是 极 小 调和 函数 ， 对 应 点 EC € 


8.)。 若 + 是 此 和 链 的 有 限 过 份 洲 数 , 则 
F lim vi) = inf ei) 


证 根据 引 理 3， 只 要 证 几乎 处 处 

limvCxs) 一 inf v (i) 
上 式 左 方 的 极限 电 于 ” 是 有 限 过 份 汞 数 而 几乎 处 处 存在 并 且 有 限 
《型 上 引 Humt 文 ]。 为 证 等 式 成 立 , 先 设 vw 有 界 、 浇 虑 Riesz 分 
解 式 

wv 二 gD 十 不 让 
其 中 8 是 非 负 势 而 到 是 有 界 调和 衣 数 ， 由 引 理 2 知 站 站 反 < ( 常 
数 ). 不 难 证 明 ”" 几 也 处 处 lim g(x。2 一 0。 既然 gi? 实 0, 可见 


1)》 证 明 可 仿 pHaq E、B，[i] 定理 12.8, 
274 里 


limt(xs) = 6 = inf vAi) (a.s.) 
对 一 般 的 vs 令 oC) 一 limvCxo(w))。， 如 上 述 ， 可取 so) 

有 跟 ， 完 义 函 数 

bg = min Cm, vidy) 
则 ”有 界 过 份 , 故 

limvmCxatm)) 一 inf mCi) 
由 于 wmv 及 atw) 的 有 限 性 ,对 几乎 一 切 o。 存在 正 整 数 w 二 
NCD), 当 # 守 NN 时 ， v(x,C07) 和 Mo) 十 1。 性 取 正 整数 让 到 
MKeo 字 ate) 二 1, 则 当 m 宇 MM 时 
xr) = vr m)) (nN) 

注意 当 mr 实 M1 (CM 为 某 正 整数 ) 时 ， 

0 = 0 


于 是 几乎 处 处 有 
fra vx)) 一 moonCxCo) = inf Gi) 8 
定理 3 设 * 是 有 限 过 份 阴 数 , 则 对 1 一 有 


i im Ai ~ in ui 
Flin RD ED 19 


其 中 5 B 而 为 对 应 于 的 不 恒 为 0 的 极 小 调和 栈 数 , 允 H 二 


Ci A > 0); 
Qi》 如 让 界 , 则 
im zi) su 门 inf 站 人 
re ~ 汪 和 6 
《iiy 设 " 也 是 有 限 过 份 玛 数 ，& 有 界 ， 而 且 Flimv(i) > 0 ， 
则 
1 二 i uz) C1) 
Pim CA i (ee 2)/ at, (A (15) 


证 下 对 已 极 小 调和 , 故 1 对 户 极 小 调和 , 由 于 条 链 的 终 
极 分 布 集中 在 所 对 应 的 点 了 上， 因而 作为 #- 链 的 极 小 调和 沾 
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数 , 1 也 对 应 于 点 5 既然 sf/# 为 条 过 份 , 在 五 中 有 限 , 由 引 埋 4 
得 (13). 
在 (13) 中 令 # = 1, 得 
Flmiti) ~ sup hi) > 0 C16) 
如 记 有 界 , 此 极限 是 有 限 的 ,代入 (13) 得 
mn) = Flimsy : Flin 2 
人 


二 ， utid 
Sup aC -inf A 


此 即 (14)。 应 用 1 和 于 v, 将 所 得 式 除 《14)， 由 假定 Fe 人 7 


>>0 得 (157 间 

注 1 对 已 给 边界 点 &€B,， 定理 3 中 的 一 种 取 法 为 KC:， 
£6), 根据 等 式 [ 见 Huat [1] (2.19) 式 ] 

Pilzp 一 站 = KOis E98 | C17) 
可 见 , 如 ft 守则 KC* 59 必 有 界 ， 贝 于 对 应 于 的 任 一 极 
小 调和 函数 必 与 民 C, 引 成 比例 ; 玖 如 KC',#) 有 界 , 则 天 也 有 
界 . 

再 考 虚 原子 核 和 情形 . 

话 今 对 有 限 过 份 函 数 的 FF- 玻 合 性 已 研究 清楚 ， 然 而 何 时 F- 
收敛 化 为 通常 的 收 伍 ? 试 给 出 一 简单 的 充分 条 件 ， 它 概括 了 常见 
的 实用 情况 ,为 此 要 引进 原子 核 的 概念 . 

设 {x;} 是 以 7 为 开始 分 布 的 .不 中 断 的 马 氏 链 ， 芍 虑 状态 空 
间 互 关于 此 链 的 Backwell 分 解 : 

ESEUREUEU.-.. .| (18) 
诸 5; 互 不 相交 ,Es 为 完全 非 厌 子 几乎 闭 梨 ,而 Biti > 0) 为 原子 
几乎 闭 集 ( 见 Chung [115 1.172。， 称 号 (6 Ba 为 原子 边界 点 ,如 
n{5;,) > 0。 可 证 ? 爹 体 原子 几乎 闭 集 {8B;, 之 1 与 全 体 原 子 边 
界 点 集 {8 辣 存在 一 一 对 应 ?。 下 设 Ej 与 上 5 对应. 


六 见 Chung: Acta matheinarica, 1130, I—2 €1563), 19—?7, 


人 站 


设 6 为 Ej 的 子 集 , 0 宇 1)， 称 sj; 是 一 原子 核 , 如 


PLE CE = PLE LED) C19) 
而 且 对 s; 的 任 一 亡 限 子 集 4 有 


Re A = C20) 


这 里 5 (8) 一 U 让 css 


引 理 5 对 任 一 无 界 点 列 ? {hee 当 # 一 0 时 ， { 训 } -站 
化 于 后. 

证 任 取 与 的 下 - 邻 域 C, 刚 对 KC., 号 六 链 {y.}， 存 在 正 回 
数 NW 二 NCw) 及 w- 集 名 ,PC2)) 一 1， 使 对 性 一 ww& 名， 对 一 切 
#2N 有 yw)EC, 令 

Y= (ytd wmEN HN TCC 
有 必要 时 可 放大 NCw) 后 ,可 设 Y 己 Bi 再 由 《197 可 设 Y 了 也 aj. 
由 此 即 可 推 知 一 切 《 除 有 穷 多 个 外 ) 六 E 了 ;否则 存在 {js] 的 一 无 
限于 集 4; 使 
PCS (ei AN PO CY — 4A) 
PEAY 一 AL) > 0 
这 与 C20) 汉 盾 ,于 是 存在 正 整 数 M ,对 4 实 M 有 
jinéYCC8& 


定理 4 设 {x,} 是 以 7 为 开始 分 布 的 号 开 链 ，* 为 此 链 的 有 
限 过 份 函数 ， 如果 5 是 一 原子 核 , {i} 为 Bi 的 任意 一 个 无界 的 子 
列 , 则 存在 有 限 极限 lm uli), 而 且 


im 中 让 = su 站， inf 外 这 
lm (122 Sup 全 全 C2 C21) 


这 里 左 是 对 应 于 上 的 极 小 调和 芳 数 , 鼠 一 Qi: 和 (DD) 之 0). 
证 ” 因 号 对 应 于 原 于 几乎 闲 集 Bi 故 x{#i} 祈 0。 由 注 1 知 


]，》 称 点 到 {jn} 为 无 界 的 ， 如 对 中 丁 意 有 限 于 集 吕 , 不 企 正 腑 数 认 , 当 # 守 六 时， 
jnED, 
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坟 有 界 。 由 《1 人 短 知 C21) 右 方 秆 等 于 Flimw(i). 然而 由 引 理 5 
limaCj,) 一 Flim Ci) 
此 得 于 (21) # 
最 后 叙述 过 份 测度 的 极限 定理 。 利用 对 偶 福 , 不 难得 到 过 份 
济 遮 的 衫 应 的 结果 . 设 对 转移 短 活 了 大 在 严格 为 正 的 过 份 测度 
ef > 0(7€ 8E)，《 当 了 满足 不 癌 分 条 件 时 , 即 EE 中 任 二 状态 互 
通 时 ,如 此 的 & 必 存 在 ,上 见 $0.1 定理 4.) 令 


gn = phi Teta ati) (C22) 
设 # 是 对 P 的 有 限 过 份 测度 ,定义 
PC = BC) /oi) 
则 六 是 对 9 = (gj) 的 有 限 过 份 阔 数 。 以 .#5* 表 0- 链 的 极 小 边 
界 点 , F* 表 它 的 Ff- 收敛, 由 (13) 得 


Friim 一 pi ~ inf -一 EC 
ET 
其 中 知 为 台 - 链 的 极 小 调和 函数 ,对 应 于 弛 ,而 HY 一 ACD 
> 0), 
【三 对 具 韦 续 参 数 马 氏 链 的 应 用 
考虑 连续 时 间 参 数 情形 设 其 一 frfty w), 0 二 过 TCm)1 
为 可 列 齐 次 马 氏 链 :其 转移 概率 矩阵 《px ) 满足 条 件 
lim p(t) 一 1 CEF) 237 
设 此 过 程 的 样本 函数 右 连 续 , 以 8 二 (qi? 表 密 度 和 矩阵 ,其 中 


4 一 Hm Pu 一 Oi 
Tr 1 


以 下 议 
Og OG EE)Y C24) 
ji : 
以 t,tw) 表 样 本 画 数 的 第 个 踊 妈 点 , 即 
Tam) 二 0 


To) 一 inf Gt To io 了 
zs 0) A XTCm), wm)) 
我 们 假定 中 断 时 刻 rCe) 为 第 一 个 飞跃 点 , 即 


To 一 imrotto (25) 
因而 下 三 ff w),0 所 1 < 之 rTCm)} 是 最 小 链 。 考虑 棋 人 人马 于 链 
yop) 一 xCT, C0), ww) Cn = 0,1,2,.- 四 C26) 


以 下 总 设 {y,Cwm)} 的 转移 矩阵 满足 条 件 C3)、 于 是 可 以 定义 {ys 
的 马 亭 边界 ,以 下 记号 Flim 系 推 对 此 边界 而 言 . 
设 非 负 函数 wCi) CiE E) 为 关于 久 的 过 份 医 数 , 简称 为 姜 - 过 
份 ， 因 而 对 任意 上 闻 0。 有 
六 pADaD Sault) (i€ E) (27) 


2EE 
在 Watanabe [1] 中 证 明了 ， 郑 数 aC 让 是 元- 过 份 的 充 要 条 件 是 
它 关 于 典 入 链 {y,} 过 份 ， 这 样 一 来 ， 对 有 限 -过 份 晴 数 完全 可 
以 运用 第 (二 ) 良 中 结果 . 
设 已 给 函数 Xi 守 0, ie , 满足 
ui) = 忆 ; NCC, od 一 co CieE) C28) 


容易 验证 由 此 式 定义 的 孙 数 x 对 XX- 过 份 , 有 限 ， 
设 嵌 人 链 fy,} 的 开始 分 布 为 7， 5 是 此 链 的 一 原子 核 ， 对 应 
于 边界 点 二 , 于 是 必 有 pf > 0。 由 (17) 知 晃 数 
由 个 = P; (Cys = §) 
是 1y,} 的 对 应 于 二 的 一 极 小 调和 阔 数 ， 任 取 一 无 界 子 列 {ij,} 去 
ss 由 (21) 得 


him Rio | KsCes ai 


BE, 人 Xe ad 
Bl 


一 sup pa 二 inf 
iEH 1H 


其 中 五 一 :2 人 (的 们 ， 
279 。 


i 


特别 ， 先 在 《2z9) 中 取 基站 一 24。 再 取 基 站 一 站 CE 五， 
mE FEY. 将 所 得 二 式 相 除 , 如 果 


Mm = inf > (30) 


即 得 最 的 转移 相 率 的 积分 比 的 公式 


全 Piatt dt 
J .MM . | (C31) 
人 Piomlt) dt _ Mam | 


今 荐 虚 双 这 生 灾 过 娃 关 的 特殊 情形 ,这 时 下 -收敛 化 为 通常 的 
收 化 . 

称 可 列 一 氏 链 X 为 双边 生 灭 过程， 如 果 它 的 密 度 矩 阵 吕 一 
Cgii) 满足 条 忻 


lim 


gji 守 0 如 Ii 一 站 这 1 


0 
ia 1EE= Cr 一 1,0,1,:.…), 了 为 全 体 整 数 集 。 引 人 特征 数 
Xi 一 一 si bt .- - 十 2 ， S01 
如 一 1 . i be i 
YX. 一 一 名 xz 一 0 本 | 一 20 


着 | = A 1 外 二 二), i 
人 a 


Zi lim xs， 2Z1 = limex 


杨 超 群 [1] 中 证 明了 ， 对 嵌入 链 {y,) ,以 Cr 表 自 i 出 发 经 有 穷 多 
次 跳 隆 到 达 ”的 概率 。 则 
<; 
i x Zz, (C32) 
xa 一 ZZ 机 >: 


( 束 解 2 1); (3) 对 {ys} 不 满足 的 充 要 条 件 是 Z, 一 一 co， 
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2; 一 oo , 故 只 要 落 虑 至 少 有 一 Z; 有 穷 的 情夫 ?， 
a. 设 Zi 一 一 co，D < 天 co。 这 时 只 有 一 个 原子 几乎 财 集 民 ， 
E 一 《ap 十 1 ) 是 原子 核 


KG DD ~ < = 
DTG DD) rcGG, 站 
© ,; 
= 站 (33) 
DY)C,; 
rte 


当 j > 时 , 际 (32) 知 cy 一 1， 敢 
EAD TO+ 习 rc 69 
以 ce 表 8 所 对 应 的 最 小 边界 点 ,由 于 之 7C2) 一 1 收 
KGis co) ~ li Klis D) —1 (C35) 
由 引 理 2 (i) 之 脖 可 匈 fceoy 二 PCyp 一 00) 一 1 


除 oo 外 还 有 一 边界 点 一 co, 类 似 计算 得 
KG 一 oo = 21 —2)/ DB rh) (7s — 21) 


但 因 zf 一 co 一 0， 故此 边界 点 无 关 紧 机. 
设 #* 为 最 小 过 程 的 有 限 过 份 函 数 , 由 (21》 得 
Emat; )= in 站 


b. 设 Zi Za: 都 有 穷 ， 此 困 有 二 原子 几乎 闭 集 ， 各 有 原子 核 为 
6 一 【一 一 一 和 6 一 《zs3 十 TI 0 它们 分 别 对 应 
的 最 小 边界 点 记 为 一 c2， ce， 仿 上 算得 
人 一 
>) YC 一 4 
EE 


Ki —°07 一 


1 如 ZZ 一 一 0 于 一 co 则 [党 返 ， 故 fy 的 [或 最 小 链 头 的) 每 -过 莉 函 
数 # 为 一 沉 数 ,注意 a4 或 处 外 有限， 或 恒 等 于 oo， 此 内 Pi) 站 全 闻 0 旋 
ié€ ED). 
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| — Zt 
DS) rr, 一 2 


. rtEH 
对 最 小 链 久 的 任 一 有 限 过 份 函数 #， 有 
jm ui) = C2 — ZY) inf ~ 


iEE Zi CO— x 


inf wi) . 


iEE AX: — 1 


K(i, %) 一 


一 芭 


Emu(i) = 《Zi 一 Z1) 外 


* 282 0 
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附录 二 4- 系 与 么 - 系 方法 


我 们 来 叙述 测度 论 中 若干 引 理 .它们 在 随机 过 程 论 中 很 有 
用 . 
设 .er 为 基本 空间 0 一 (o) 的 某 子 集 系 , 它 是 & 中 某 些 于 集 
的 集合 ， 包含 .ee 的 一 切 0 代数 的 交 多 [ez 显然 也 是 一 了 代 
数 ,而 且 是 含 .er 的 最 小 o 代数 .于 是 得 
引 理 1 加 0 代数 ws 则 中 名 {or}). 
然而 在 许多 问题 中 ， 要 验证 .YY 是 一 代数 ,常常 很 不 容易 。 
于 是 E. B，Hmakss 将 对 .2 的 条 件 放 宽 ， 而 对 er 稍 加 条 性 ， 
以 而 引进 了 4- 系 与 二 系 的 概念 ， 
昌 中 的 子 集 系 卫 称 为 x- 系 ; 和 如果 A1E ,A2€E ,加 4 I. 
六 中 的 子 集 系 4 称 为 条 和 桑 , 如 时 
1y 2¢ A; 
2) 自 A1EA, A1E A AA1 一 革 , 可 得 AU 4d€ A; 
3) 自 4AEA, Ed diD da 可 得 LE A; 
4) 自 ?AEA, A A nn 一 1,2,.…- 可 得 A EA 
引 理 2 
《iD 避 的 于 集 系 HY 如 既是 一 系 ， 又 是 4- 系 ， 则 必 是 一 og- 代 
数 ; . 
Giy 如 4- 系 丸 包含- 系 卫 , 则 A 二 名 DY, 
证 i) 出 10, 8e 1, 由 此 及 拉 知 ,如 AEHH, 则 AE 
A .AV 由 x - 系 的 定义 , 知 41 A426 .有 A， 由 
3)，A\A443€ AV， 再 由 人知 AU A 二 AUCANAAD EA ， 


1 可 # 丰 对 表 4 C 4 过 一 U -am 
ney 
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由 妇 钠 革 允 , 划 Ais "a < 均 属 于 .用 ， 由 U AiE A 届 呈 44 
知 
U A;: = Him U AiE .AR 
i=1 7 j=1 
《ii 包含 吐 系 开 的 一 蕊 4- 系 的 兖 .多 "最 然 是 含 互 的 最 小 i- 
系 ， Re 入 "也 是 x- 茶 , 则 由 (i) 即 得 证 所 需 结 论 ， 令 
| = {A-.ABE 多 对 一 切 BE 五 成 立 } 
由 于 多- a i- 系 ; 易 见 祥 ， 也是- 系 、 既 然 久 Fi 思 呈 ， 故 咏 ， 
沪 祈 '"， 这 表示 如 A4EP'， BET, 则 ABE .名 '. 令 
一 1B.4BE 多 对 一 切 4 名 ' 成立} 
由 于 .多 -是 1- 系 , 易 见 多: 也 是 人 系 ， 按 上 所 述 ，. 多 :过 了, 四 
和 而 :多 ; 区-'， 这 表示 如 过， 下 E 鲍 ', 则 48< ,多 ,于 是 得 证 
为 rT- 系 。 上 + 
现在 来 每 虑 函数 。 设 儿 为 定义 在 如 于 的 一 族 函 数 ， 讲 中 条 


性 
(CA) 如 ECo7eE 5 ,又 
. Etw)，。 当 sm》 守 0 时 
DC 当 ECa9 <0 时 
则 ?Ko7 及 jm) 一 5Cw) 均 属 于 到. 
函数 集 工 称 为 2e- 聂 ,如 它 满足 条 件 
CA,》1e 上 (1 表 伍 等 于 1 的 水 数 ); 
《az 工 中 任 二 函数 的 线性 组 合 伪 属 于 工 : 
CA3) 如 C0) EI 0 所 Cw) 十 8Cwm), 而 且 #8Cwm》 有 界 或 
属于 多 , 则 #Cwm) EL 
引 理 3 如 纪 - 系 工 包 含 某 一 一 系 芋 中 任 一 集 4 的 示 性 函数 
XsCw), 则 工 各 含 一 切 属 于 经 中 的 关于 多 1 可 测 的 函数 . 
证 使 XsCeDe 工 的 全 体 集 4 构成 二- 系 4， 既然 4 福西; 故 
杀 引 理 2, 4 忆 二 家 {J20); 换 音 之 ， Xam) € 工 对 任意 集 4e .多 人 
夏 立 , 
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设 ww) 为 ie 中 非 筑 、 美 于 {0} 可 浏 的 函数 ， 令 
Ti, 一 个 C0) < 一 《十 《< {I 
和 
i 之 ; 他 《Fa 
则 由 Xr EIL 太 (CAD 8 EL 因 0 拒 86148, 由 LAr) 见得 8E LL, 
按 (4)， 任 一 多 【四 可 测 函 数 7?E ty 可 踢 为 ie 中 二 非 负 


多 { 可 测 函 数 之 差 ， 而 已 证 明 悄 二 者 属于 工 ， 南 由 (A2) ,9 
克 才 


引起 2, 3 非常 有 用 , 典型 用 法 如 下 : 有 时 需要 证 明 某 一 集 系 
S 具有 某 竹 质 4, 为 此 令 4 为 具有 如 的 一 切 集 的 集 , 然 后 证 明 4 
包含 其 一 集 系 可, 实际 中 常常 容易 看 出 4 是 一 条- 系 , 而 了 是 一 一 
系 , 并 且 多 {HI) 二 5， 于 是 由 引 理 2 Gi), 4 二 5, 即 证 明了 5 中 
的 集 都 有 性 质 4。， 这 种 方法 称 为 4- 系 方法 . 

另外 一 些 时 候 需要 证 明 某 一 泵 数 集 忆 具有 某 性 质 入， 为 此 
引入 满足 C4) 的 函数 集 st , 使 全 休 有 具有 分 ,的 函数 集 工 是 一 经- 
系 ;再 引进 一 2- 系 卫 , 使 多] 可 测 函 数 集 包 含 F. .于是 根据 引 
理 3, 只 要 证 明 Xus(oo)E 工 对 一 切 4E 工 成 立 就 够 了 。 这 种 方法 
称 为 弓 - 系 方法 . | 
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基于 各 节 内 容 揭 历 史 的 注 


第 一 章 

$51.1 本 书 采用 的 概率 论 公理 结构 以 及 随 负 过 程 的 着 站 定理 《定理 1) 
娩 测 丫 于 Konmoropoe [1]. | 

81.3 可 分 性 定义 及 定理 1, 2 属于 Doob， 这 里 的 八 述 覆 有 有 履 进 。 本 
节 中 可 分 性 定义 等 价 于 Docp [1] 中 的 "关于 闭 集 雹 分 ”的 定义 * 证 明了 节 王 控 
壤 [1 $3.1 定理 3。 

$1.3 定理 1; 2 分 别 取材 于 Deob [1] 与 Chung [11， 

51.4 条 件 概 率 与 条 件数 学 期 望 的 近代 定义 属于 Kenmoropos [1]. 

§1.5 一 $ 1.6 马尔 科 夫 链 最 初 由 A. A, Mapros (1856 一 1922)》 于 1906 
年 研究 ， 一 般 马 氏 过 程 理论 的 莫 基 工作 见 Konmworopon [2] 号 尔 科 去 性 的 
严格 定义 《 即 定 理 1 中 的 LD)) 由 Doob [jj 缩 出 。 更 一 般 的 蕊 氏 过 程 的 定 
广 见 Danaepa 11]， [2]。 各 种 定义 间 的 关系 见 王 梓 起 .[1] 189 页 ， 关 于 连 
续 套 数 马 代 链 的 基本 文献 见 Doob [2], [3]， Lévy [1]， [2], Aodpyiunn 
[1]， Revters[1]，Kendal] and Reuter [1 等 等 ， 特 别 是 Chung [141， 这 是 一 
部 系统 的 优秀 著作 ,过 去 一 些 直 现 的 论断 在 其 中 得 到 严格 的 证 明 ; 候 振 撤 、 郭 
青峰 的 专著 [11 也 很 有 特色 ， 其 中 发 展 和 建立 了 一 些 新 方法。 Tuxmahy 
Cruopoxon 的 巨著 [21 中 有 些 章 节 对 蕊 所 和 链 作 了 很 好 的 叙述 。 

第 二 音 

$2.1 定理 4 出 Lévy 提出 ， 这 里 的 证 明 取 材 于 Chung [1]; 本 节 其 
人 的 定理 都 属于 Dovbh [21, ， 

#2.2 转移 概率 tp 站 7 在 标准 性 条 件 git) 一 54; 下 的 可 微 性 ;最 初 
由 Konworopos 于 1951 年 [31 中 当 作 预言 提出 。 后 来 在 附加 条 件 3i 之 oo 
或 外 世 9 下 ，Austin [1] [23，IOurxeeay [1]，Chung 给 出 证 明 。 最 后 由 
Ornstein [1] 于 1960 年 彻底 迹 实 , 这 里 所 述 的 定理 2 的 证 明 即 取 自 谍 训 ; 但 
原 证 相当 简略 。 定理 3, 4, 5，6 更 Doob [3]s [1]. 

52.3 定理 1, 2, 4 及 引 理 2 见 Doob [31; [1]; 引 理 2 是 强 马 尔 科 夫 
性 的 前 奏 。 定理 5 是 Feiier 12] 中 一 结果 在 可 列 杖 态 空间 情况 下 的 特殊 


"286+ 


PPT a 


化 ， 


第 三 章 
$3.1 引 理 2 中 第 二 结论 由 朱 成 说 [1] 得 到 ， 定理 2 中 (1) 的 证 见 
Chung [1]，(i 由 Ltvy 给 出 。 
$3.2 定理 1 出 Doob [2] 得 到 ,定理 2 属于 Lewy， 定 理 4 的 氢 述 仿 
Chung fl]， 定 理 5 由 Chung [1] 给 出 . 
$3.3 本 节 结 果 及 证 明 属 于 Chung [1]， 1. 9。 那 里 对 强 马 氏 性 研究 
的 历史 有 简要 氢 述 。 关 于 一 般 马 狼 过 程 的 强 蕊 氏 性 现 Quakmrk 【11, [2]. 


第 章 

$4.1 本 节 结 果 属 于 王 梓 埠 [6]， 那 单 对 一 般 的 蕊 压 过 程 讨论 了 0-1 
律 。 罗 
$4.2 中 定理 [1] 见 Chung [1] 外 ,其 它 结 时 取材 于 王 梓 坤 [7]. 
$4.3 定理 1, 2 来 源 于 呈 立 德 [1], 定理 3, 4 来 其 于 杨 超群 [1]。 
$44.4 柑 人 人 间 题 最 初出 fving 于 1937 年 所 出。 定理 1，2，3 由 里 立 
德 [2] 得 到 ,定理 2， 3 与 系 ?2 也 为 王 祥 十 于 1956 年 获得 ，D. G. Kendall 亦 
曾 证 明 系 2。 本 节 中 连续 扩 完 不 唯一 的 偏 1 由 和 孟 上 庆生 、 郭 冠 英 延 出 , 便 2 见 
speakman [1]. 其 他 结果 风 Johansen [11. 
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$5.1 定理 1 见 Ho6pyuran [1], 定理 2,3 见 王 桦 壤 [2], 55]. 

5.2 本 节 大 部 结果 来 炙 于 王 拌 坊 上 4]， 其 它 是 新 证 明 的 , 位 引 理 3 也 
自 Reuter [1], . 
§5.3 引 理 1 见 Ledermana and Reuter [1]。 定理 2 改进 了 TheneHxko 
[1] 中 … 结 果 。 其 余 定理 是 新 结果 。 

$5.4 定理 2 来 源 于 Taxwman-Cropoxon [1j， 其 余 是 新 结果 。 

$5.5 定理 1，2 的 证 明 取 材 于 Saaty 【1]. 

$5.6 关于 生 无 过 程 的 应 用 可 参 狼 Feller [1]。，Bharucha-Reid [1 


第 六 章 


36.1 一 9 6.7 全 部 结 梁 来 产 于 王 桩 坤 [3]， [3]，[3]。 寥 向 群 做 了 显 落 
的 改进 , 参看 王 梓 溃 、 杨 向 格 [1]， 关 于 生 丈 过 程 的 构造 问题 。 几 平 同 时 于 
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1958 年 左右 由 好 几 亿 作者 所 研究 ， Feller 用 分 析 方法 研究 了 比较 一 般 的 蕊 
民 链 的 构造 ,并 深 人 地 讨论 了 生 丈 过 程 , 见 他 的 文章 [3] 。Karlin 及 McGregor 
发 表 了 一 系列 关于 生 匹 过 程 的 论文 ， 其 中 的 [I] 用 积分 形式 袁 达 了 转移 概 
率 , 并 研究 了 过 程 的 竹 质 。 IOmxeara [2] 用 半 群 的 方法 构造 如 过程 。 本 章 
所 氢 公 的 概率 方法 ,由 作者 所 发 展 , 并 由 声 超群 ,全 迫 话 \、 辑 青 蜂 等 继续 深入 ， 
他 们 并 吸取 了 其 它 方 法 的 优点 , 见 杨 超 群 [21; [3]。 

§5.8 本 节 源 出 王 梓 坤 [9j。 关于 生 灭 过 程 性 质 更 多 的 研究 ， 可 做 看 
杞 超群 [4。 | 


附 录 一 
§ 90.1 马尔 科 夫 链 的 势 与 过 份 销 数 > 最 初 由 Doob [4] 及 Hunt [1] 
所 研究 ,这 里 的 叙述 主要 参考 Deob [4]. 
$0.2 本 节 中 基于 马 享 边 界 的 叙述 见 Hont [1] 及 Watanabe [1]; 过 
份 函 数 的 极限 定理 则 属于 王 栏 坪 [8]. 
附 录 二 
4 系 与 必 - 系 方法 的 明确 角 述 首 见 于 E. B. 了 maxa [2]. 
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